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摘要

摘 要

在空间广义线性混合效应模型（简称 SGLMM模型）下，估计所需的高效计算方法
一直是研究的重要方向。论文创新点有三个方面，其一是在R语言编程环境下实现了估
计 SGLMM模型参数的三类算法，分别是低秩近似、蒙特卡罗最大似然和贝叶斯马尔科
夫链蒙特卡罗（简称贝叶斯MCMC）算法；其二是在数值模拟结果上比较了三类算法
的优劣；其三是在软件 Stan上实现了贝叶斯MCMC算法（简称 STAN-MCMC），并将
其应用到喀麦隆地区患眼线虫病和朗格拉普岛上核残留的数据分析上，STAN-MCMC
取得了和贝叶斯 MCMC算法几乎一样的效果，由于软件 Stan本身具有的高可扩展性
和适应性，STAN-MCMC算法同样具有这些优点。

关键词：低秩近似，蒙特卡罗最大似然，马尔科夫链蒙特卡罗

Abstract

Effective and efficient algorithms of spatial generalized linear mixed effects models are
always pursued by reseachers. The innovation of the thesis has three parts. One is to realize
three kinds of parameter estimation methods of spatial generalized linear mixed effects model
under the R language programming environment. They are low rank approximation, Monte
Carlo Maximum Likelihood and Bayesian Markov Chain Monte Carlo (shorted by Bayes
MCMC) algorithms, respectively. The second is the numerical simulation for comparing
the advantages and disadvantages of above algorithms. The third is to implement Bayesian
MCMC algorithm based on Stan software (referred to as STAN-MCMC) , which also applied
to analyze malaria data in the Gambia and loa loa data in Cameroon. In conclusion, STAN-
MCMC has achieved performance of Bayesian MCMC algorithm almost. Furthermore, due
to the high scalability and adaptability of Stan software, the STAN-MCMC algorithm also
has these advantages.

Key words： low-rank，monte carlo maximum likelihood, markov chain monte carlo
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1 绪论

1 绪论

空间广义线性混合效应模型 (Spatial Generalized Linear Mixed Models，简称
SGLMM)

空间统计的内容非常丰富，主要分为地质统计 (geostatistics)、离散空间变差 (dis-
crete spatial variation)和空间点过程 (spatial point processes)三大块 [1]。其中，地质统计

这个术语最初来自南非的采矿业 [2]，并由 Georges Matheron及其同事继承和发展，用
以预测黄金的矿藏含量和质量，而空间广义线性混合效应模型作为地质统计的重要内

容，除了采矿业，还可应用于卫生统计、气象统计和空间经济统计等领域，如分析地区

范围内的疟疾分布，有限气象站点条件下，预测地区的污染物浓度分布等具有非常广

泛的应用。

1.1 研究意义

研究意义分两个方面：其一是应用层面，SGLMM模型在地质统计中有着广泛的
应用，如评估岩心样本石油含量，分析核污染物浓度的空间分布 [3]，预测冈比亚儿童疟

疾流行度的空间分布，冈比亚疟疾空间分布 [4] [5] 和喀麦隆及其周边地区的热带眼线虫

流行病的的空间分布 [6]，对消除淋巴丝虫病和盘尾丝虫病的项目 (Lymphatic Filariasis
and Onchocerciasis Elimination Programs)提供决策支持 [7]。在热带地区，淋巴丝虫病和

盘尾丝虫病是严峻的公共卫生问题，据世界卫生组织统计，在非洲撒哈拉以南、阿拉伯

半岛和南美洲的 34个国家约 2000 ∼ 4000万人感染河盲病 [8]。例如，喀麦隆中部省份

Loa loa是导致河盲病的寄生虫，它感染强度与疾病流行度之间存在线性关系，即 Loa
loa感染强度越大流行度越高 [9]。1997年，研究表明 Loa loa流行度对应的高感染强度
的临界值为 20% [10]，而研究个体水平的感染情况与群体水平流行度之间的关系有助于

大规模给药 [7]。其二是算法研究和高效实现层面，实际上，SGLMM模型是一种比较复
杂的广义线性混合效应模型，参数估计的计算方法一直在不断的发展。1998年 Peter J.
Diggle实现基于马尔科夫链蒙特卡罗算法的贝叶斯估计，2004年 Ole F Christensen实
现的蒙特卡罗最大似然估计，Håvard Rue等（2009年）实现集成嵌套拉普拉斯算法。提
出更加高效的算法或算法的实现可以更加快速准确有效地做疾病预防和医疗资源分配。

1.2 文献综述

1994 年 Charles J. Geyer 在最大似然估计指数族中的参数时，用蒙特卡罗积分近
似参数的对数似然函数，提出并证明了蒙特卡罗最大似然 (MCML) 算法的收敛性和
相应估计的相合性和渐近正态性 [11]，这为算法的应用打开了局面。2002年 Hao Zhang
将 MCML 算法应用到 SGLMM 模型中，同样证明了参数估计的相合性和渐近正态
性 [12]。1998年 Peter J. Diggle等人在贝叶斯方法下，将基于Metropolis-Hastings采样器
的 MCMC算法应用于 SGLMM模型的参数估计，通过该模型和算法分析了南太平洋
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朗格拉普岛上的核残留分布情况（SGLMM模型的响应变量服从泊松分布），北拉纳克
郡和南坎布里亚郡的弯曲杆菌感染情况（SGLMM 模型的响应变量服从二项分布）[3]。
随后，似然估计的统计性质和随机模拟算法的收敛性和应用成为研究的重点，2004年
Ole F Christensen将MCML方法继续应用于朗格拉普岛的数据分析，但是添加了非空
间的随机效应，取得了更好的拟合效果 [13]。2016年 Peter J. Diggle和 Emanuele Giorgi
在 SGLMM模型的基础上进行了扩展，其一将响应变量的范围扩大到混合分布，其二
在模型中使用了多源数据，组合了来源于随机和非随机的调查数据（即潜在有偏的数

据），数据分别来自学校和社区的调查，以分析肯尼亚疟疾流行情况；其三将时间因素

考虑进模型，建立时空广义线性混合效应模型，并分析了马拉维 2010年 5月至 2013
年 6月的疟疾流行数据 [14]。

文献综述分三个方向：基于似然的频率学派，基于随机模拟的贝叶斯学派，计算

和实践问题

1.3 论文结构

在下面的章节中，第 1章介绍空间广义线性混合效应模型的相关背景和研究意义，
综述了目前广泛使用的贝叶斯 MCMC算法、MCML算法研究现状。第 3章回顾了一
般线性模型到 SGLMM模型的结构，指出了模型从简单到复杂的变化过程中的区别和
联系，尤其是指出了模型求解的不同方法和基于 R实现的软件包。第 4章介绍了求解
SGLMM模型的三类算法细节，分别是 MCML算法、低秩近似算法和贝叶斯 MCMC
算法，并在贝叶斯MCMC算法的基础上，提出基于 Stan程序库实现的贝叶斯MCMC
算法，简记为贝叶斯 STAN-MCMC方法。此外，还补充介绍了 Stan程序及相关 R包。
第 5章详细介绍了模拟的过程，比较了MCML、Low-Rank、贝叶斯MCMC和贝叶斯
STAN-MCMC算法的优劣，如算法的准确度、效率，还给出实际数据分析时的建议。第
6章使用贝叶斯 STAN-MCMC算法给出基于 SGLMM模型的案例分析，分别是喀麦隆
周边地区人群感染 Loa loa 的流行度分析和冈比亚 5 岁以下儿童感染疟疾的流行度分
析。第 7章总结论文的主要工作和结论，不足之处，以及有待研究的方向。

1.4 符号说明

重要说明：凡是论文中公式、图表与文字之间的距离明显变大，就是该在附近添

加一两行话填充一下公式中加粗表示向量，如 u,β
参考 https://stefvanbuuren.name/fimd/symbol-description.html

1. 数学公式：随机过程 S 大写字母 \mathcal花体，

2. 随机向量 θ, β,x,y向量，矩阵都大写加粗，将向量看作一维的矩阵，用加粗方
式分别表示未知参数，

3. 模型回归参数向量 \boldsymbol，数据向量/矩阵 \mathbf，

4. 矩阵X用大写字母加粗表示；

2
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1 绪论

5. n维实（复）数域 Rn,C2大写字母空心体；

6. 期望方差 E,Var用 \mathsf表示

7. 正文：R包和 LaTeX包名加粗 nlme
8. 代码：等宽字体，输出 #>，代码注释 #

9. 转置 A⊤和多元函数求二阶导 Q′′(s)
10. 在贝叶斯环境下，术语混合效应模型用贝叶斯分层模型替换
11. 章引用 #chap: 自定义名称节引用 #sec: 自定义名称小节引用 #subsec: 即都加上

前缀章节的自定义名称要尽可能短，可读性差关系不大，因为引用次数不多且集

中

论文当中出现的符号和相应的描述，及在论文中首次出现的位置，见表 1.1

表 1.1: 论文中出现的数学符号及说明

符号 描述 章.节

y 响应变量的观测向量 2.1
X 协变量数据矩阵 2.1
β 模型回归系数向量，如 β = (β0, β1, β2) 2.1
θ 模型其它参数集，如 θ = (ϕ, τ 2, σ2) 2.1
⊤ 向量或矩阵转置，如 y⊤,X⊤ 2.1
′ 撇号表示一元函数求导，如 b′(θ), b′′(θ) 2.1
Rn n维实数域

S(x), x ∈ R2 二维空间随机过程 S(x)
E(Y) 随机向量Y的期望
Var(Y) 随机向量Y的方差
Cov(X,Y) 随机向量X与Y的协方差

3
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2 基础知识

2 基础知识

本章概要

2.1 指数族

Exponential family:

f(y; θ, ϕ) = exp[(a(y)b(θ) + c(θ))/f(ϕ) + d(y, ϕ)]

Poisson (with λ → θ, x → y) (ϕ = 1):

f(y, θ) = exp(−θ)θy/(y!)

= exp

 y︸︷︷︸
a(y)

log θ︸ ︷︷ ︸
b(θ)

+ (−θ)︸ ︷︷ ︸
c(θ)

+ (− log(y!))︸ ︷︷ ︸
d(y)


一般地，样本Y的分布服从指数族，即形如

fY (y; θ, ϕ) = exp
{(
yθ − b(θ)

)
/a(ϕ) + c(y, ϕ)

}
(2.1)

其中，a(·), b(·), c(·)是某些特定的函数。如果 ϕ已知，这是一个含有典则参数 θ的

指数族模型，如果 ϕ未知，它可能是含有两个参数的指数族。对于正态分布

fY (y; θ, ϕ) = 1√
2πσ2

exp{−(y − µ)2

2σ2 }

= exp
{
(yµ− µ2/2)/σ2 − 1

2
(
y2/σ2 + log(2πσ2)

)} (2.2)

通过与 (2.1)式对比，可知 θ = µ，ϕ = σ2，并且有

a(ϕ) = ϕ, b(θ) = θ2/2, c(y, ϕ) = −1
2

{y2/σ2 + log(2πσ2)}

记 l(θ, ϕ; y) = log fY (y; θ, ϕ)为给定样本点 y 的情况下，关于 θ 和 ϕ的对数似然

函数。样本分布 Y 的均值和方差具有如下关系

E
( ∂l
∂θ

)
= 0 (2.3)

和

E
( ∂2l

∂θ2

)
+ E

( ∂l
∂θ

)2
= 0 (2.4)

5
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从 (2.1)式知

l(θ, ϕ; y) = yθ − b(θ)/a(ϕ) + c(y, ϕ)

因此，

∂l

∂θ
= y − b′(θ)/a(ϕ)

∂2l

∂θ2 = −b′′(θ)/a(ϕ)
(2.5)

从 (2.3)式和 (2.5)，可以得出

0 = E
( ∂l
∂θ

)
=

{
µ− b′(θ)

}
/a(ϕ)

所以

E(Y ) = µ = b′(θ)

根据 (2.4)式和 (2.5)式，可得

0 = −b′′(θ)
a(ϕ)

+ Var(Y )
a2(ϕ)

所以

Var(Y ) = b′′(θ)a(ϕ)

可见，Y 的方差是两个函数的乘积，一个是 b′′(θ)，它仅仅依赖典则参数，被叫做
方差函数，另一个是 a(ϕ)，它独立于 θ，仅仅依赖 ϕ，方差函数可以看作是 µ的函数，

记作 V (µ)。
函数 a(ϕ)通常形如

a(ϕ) = ϕ/w

其中 ϕ可由 σ2 表示，故而也叫做发散参数 (dispersion parameter)，是一个与样本
观察值相关的常数，w是已知的权重，随样本观察值变化。对正态分布模型而言，w的

分量是m个相互独立的样本观察值的均值，我们有

a(ϕ) = σ2/m

所以，w = m。

6



2 基础知识

根据 (2.1)式，正态、泊松和二项分布的特征见表 2.1，其它常见分布见 Peter Mc-
Cullagh等 (1989年) [15]。

表 2.1: 指数族内常见的一元分布的共同特征及符号表示1

正态分布 泊松分布 二项分布

记号 N(µ, σ2) P (µ) B(m,π)/m
y取值范围 (−∞,∞) 0(1)∞ 0(1)m

m

ϕ ϕ = σ2 1 1/m
b(θ) θ2/2 exp(θ) log(1 + eθ)
c(y; θ) −1

2

(
y2

ϕ
+log(2πϕ)

)
− log(y!) log

(
m
my

)
µ(θ) = E(Y ; θ) θ exp(θ) eθ/(1 + eθ)
联系函数：θ(µ) identity log logit
方差函数：V (µ) 1 µ µ(1 − µ)

2.2 最小二乘估计

考虑如下线性模型的最小二乘估计

EY = Xβ; Var(Y) = σ2In (2.6)

其中，Y为 n× 1维观测向量，X为已知的 n× p(p ≤ n)阶设计矩阵，β为 p× 1
维未知参数，σ2未知，In为 n阶单位阵。

定义 2.1 (最小二乘估计). 在模型 (2.6)中，如果

(Y − Xβ̂)⊤(Y − Xβ̂) = min
β

(Y − Xβ)⊤(Y − Xβ) (2.7)

则称 β̂为 β的最小二乘估计 (Least Squares Estimate，简称 LSE)。

定理 2.1 (最小二乘估计). 若模型 (2.6)中的X是列满秩的矩阵，则 β 的最小二乘估计为

β̂LS = (X⊤X)−1X⊤Y, Var(β̂LS) = σ2(X⊤X)−1

σ2 的最小二乘估计为

σ̂2
LS = (Y − Xβ̂LS)⊤(Y − Xβ̂LS)/(n− p)

1均值参数用 µ表示，二项分布里用 π 表示；典则参数用 θ 表示，定义见 (2.1)式，µ和 θ 的关系在
表 2.1的第 6和第 7行给出。
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若将模型 (2.6)的条件 Var(Y) = σ2In 改为 Var(Y) = σ2G，G(> 0)为已知正定阵，
则 β 的最小二乘估计为

β̃LS = (X⊤G−1X)−1X⊤G−1Y

称 β̃LS 为广义最小二乘估计 (Generalized Least Squares Estimate，简称 GLSE)，特别地，
当G = diag(σ2

1, . . . , σ
2
n)，σ2

i , i = 1, . . . , n已知时，称 β̃LS 为加权最小二乘估计 (Weighted
Least Squares Estimate，简称 WLSE) [16]

2.3 极大似然估计

定义 2.2 (极大似然估计). 设 p(x;θ),θ ∈ Θ是 (Rn,PRn)上的一族联合密度函数，对
给定的 x，称

L(θ; x) = kp(x;θ)

为 θ的似然函数，其中 k > 0是不依赖于 θ的量，常取 k = 1。进一步，若存在 (Rn,PRn)
到 (Θ,PΘ)的统计量 θ̂(x)使

L(θ̂(x); x) = sup
θ
L(θ; x)

则 θ̂(x)称为 θ的一个极大似然估计 (Maximum Likelihood Eestimate，简称MLE)。

概率密度函数很多可以写成具有指数函数的形式，如指数族，采用似然函数的对

数通常更为简便。称

l(θ,x) = lnL(θ,x)

为 θ的对数似然函数。对数变换是严格单调的，所以 l(θ,x)与 L(θ,x)的极大值是等
价的。当MLE存在时，寻找MLE的常用方法是求导数。如果 θ̂(x)是Θ的内点，则
θ̂(x)是下列似然方程组

∂l(θ,x)/∂θi = 0, i = 1, . . . ,m (2.8)

的解。p(x;θ)属于指数族时，似然方程组 (2.8)的解唯一。

定理 2.2 (相合性). 设 x1, . . . , xn 是来自概率密度函数 p(x; θ)的一个样本，叙述简单起见，
考虑单参数情形，参数空间Θ是一个开区间，l(θ;x) = ∑n

i=1 ln p(xi; θ)。
若 ln(p; θ)在Θ上可微，且 p(x; θ)是可识别的（即 ∀θ1 ̸= θ2, {x : p(x; θ1) ̸= p(x; θ2)}

不是零测集），则似然方程 (2.8)在 n → ∞时，以概率 1有解，且此解关于 θ 是相合的。
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定理 2.3 (渐近正态性). 假设Θ为开区间，概率密度函数 p(x; θ), θ ∈ Θ满足

1. 在参数真值 θ0 的邻域内，∂ ln p/∂θ, ∂2 ln p/∂θ2, ∂3 ln p/∂θ3 对所有的 x都存在；

2. 在参数真值 θ0 的邻域内，|∂3 ln p/∂θ3| ≤ H(x)，且 EH(x) < ∞；
3. 在参数真值 θ0 处，

Eθ0

[p′(x, θ0)
p(x, θ0)

]
= 0, Eθ0

[p′′(x, θ0)
p(x, θ0)

]
= 0, I(θ0) = Eθ0

[p′(x, θ0)
p(x, θ0)

]2
> 0 (2.9)

其中撇号表示对 θ 的微分。记 θ̂n 为 n → ∞时，似然方程组的相合解，则

√
n(θ̂n − θ0) −→ N (0, I−1(θ))

2.4 随机过程的连续性和可微性

为记号简便起见，考虑一维空间下，随机过程 S(x)的均方连续性和可微性。

定义 2.3 (连续性). 随机过程 S(x)满足

lim
h→0

E
[
{S(x+ h) − S(x)}2

]
= 0

则称 S(x)是均方连续 (mean-square continuous)的。

定义 2.4 (可微性). 随机过程 S(x)满足

lim
h→0

E
[
{S(x+ h) − S(x)

h
− S ′(x)}2

]
= 0

则称 S(x)是均方可微的，并且 S ′(x)就是均方意义下的一阶导数。如果 S ′(x)是
均方可微的，则 S(x)是二次均方可微的，随机过程 S(x)的高阶均方可微性可类似定
义。

Bartlett (1955年) [17]得到如下结论

定理 2.4 (平稳随机过程的可微性). 自相关函数为 ρ(u) 的平稳随机过程是 k 次均方可微

(mean-square differentiable)的，当且仅当 ρ(u)在 u = 0处是 2k 次可微的。

2.5 平稳高斯过程

一般地，空间高斯过程 S = {S(x), x ∈ R2}必须满足条件：任意给定一组空间位
置 x1, x2, . . . , xn,∀xi ∈ R2，每个位置上对应的随机变量 S(xi), i = 1, 2, . . . , n的联合

9
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分布 S = {S(x1), S(x2), . . . , S(xn)}是多元高斯分布，其由均值 µ(x) = E[S(x)]和协
方差 Gij = γ(xi, xj) = Cov{S(xi), S(xj)}完全确定，即 S ∼ MVN(µS, G)

平稳空间高斯过程需要空间高斯过程满足平稳性条件：其一，µ(x) = µ,∀x ∈ R2，

其二，自协方差函数 γ(xi, xj) = γ(u), u = ∥xi − xj∥。可见均值 µ 是一个常数，而

自协方差函数 γ(xi, xj) 只与空间距离有关。注意到平稳高斯过程 S 的方差是一个常
数，即 σ2 = γ(0)，然后可以定义自相关函数 ρ(u) = γ(u)/σ2，并且 ρ(u) 满足对称
性，ρ(u) = ρ(−u)，因为对 ∀u,Corr{S(x), S(x − u)} = Corr{S(x − u), S(x)} =
Corr{S(x), S(x+ u)}，这里的第二个等式是根据平稳性得来的，根据协方差的定义不
难验证。在本论文中如果不特别说明，平稳就指上述协方差意义下的平稳，这种平稳

性条件广泛应用于空间统计数据建模。

2.6 修正的第三类贝塞尔函数

空间过程的协方差函数是梅隆族时，需要用到修正的第三类贝塞尔函数Kκ(u)，它
是修正的贝塞尔方程的解 [18]，函数形式如下

I−κ(u) =
∞∑
m=0

1
m!Γ(m+ κ+ 1)

(u
2

)2m+κ

Kκ(u) = π

2
I−κ(u) − Iκ(u)

sin(κπ)

(2.10)

其中 u ≥ 0，κ ∈ R，如果 κ ∈ Z，则取该点的极限值，实际上 R 内置的函数
besselK可以计算 Kκ(u) [19]

10−6 10−4 10−2 1 102

10−16

1

1016

1032

1048
nu= 0
nu= 1
nu= 2
nu= 3
nu= 4
nu= 5
nu= 10
nu= 20

0 10 20 30 40

10−19

10−12

10−5

102

109
nu= 0
nu= 1
nu= 2
nu= 3
nu= 4
nu= 5
nu= 10
nu= 20

图 2.1: 贝塞尔函数图像

2.7 拉普拉斯近似

先回顾一下基本的泰勒展开，一个函数可以在点 a处展开成和的形式，有时候是

无穷多项，可以使用其中的有限项最为近似，通常会使用前三项，即到达二阶导的位

置。
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2 基础知识

f(x) = f(a) + f ′(a)
1!

(x− a) + f ′′(a)
2!

(x− a)2 + f ′′′(a)
3!

(x− a)3 + . . .

以基本的抛物线为例，f(x) = x2，在 a = 2处展开

f(x) = x2, f ′(x) = 2x, f ′′(x) = 2, f ′′′(x) = 0

因此，

f(x) = x2 = 22 + 2(2)(x− 2) + 2
2

(x− 2)2

拉普拉斯近似用正态分布来估计任意分布，它使用泰勒展开的前三项近似 log g(x)，
展开的位置是 x̂，则

log g(x) ≈ log g(x̂) + ∂ log g(x̂)
∂x

(x− x̂) + ∂2 log g(x̂)
2∂x2 (x− x̂)2

在函数 g(x) 的极值点 x̂ 展开，x = x̂ 一阶导是 0，用曲率去估计方差是 σ̂2 =
−1/∂

2 log g(x̂)
2∂x2 ，再重写上述近似

log g(x) ≈ log g(x̂) − 1
2σ̂2 (x− x̂)2

现在，用这个结果做正态近似，将上式两端取指数和积分，移去常数项

∫
g(x)dx =

∫
exp[log g(x)]dx ≈ constant

∫
exp[−(x− x̂)2

2σ̂2 ]dx

拉普拉斯方法用正态分布近似分布 f(x)，其均值 (̂x)，可以通过求解 f ′(x) = 0获
得，方差 σ̂2 = −1/f ′′(x̂)

以卡方分布 χ2为例，

f(x; k) = xk/2−1e−x/2

2k/2Γ(k/2)
, x ≥ 0

log f(x) = (k/2 − 1) log x− x/2

log f ′(x) = (k/2 − 1)/x− 1/2 = 0

log f ′′(x) = −(k/2 − 1)/x2

所以

11
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χ2
k
LA∼ N(x̂ = k − 2, σ̂2 = 2(k − 2))

自由度越大，近似效果越好，对于多元分布的情况不难推广，使用多元泰勒展开

和黑塞矩阵即可表示。并且参数集 θ有唯一的极大值点 θ̂ [20]

2.8 Jeffreys先验分布

设 x = (x1, . . . , xn)是来自密度函数 p(x|θ)的一个样本，其中 θ = (θ1, . . . , θp)是
p维参数向量。在对 θ无任何先验信息可用时，Jeffreys (1961年)利用变换群和 Harr测
度导出 θ 的无信息先验分布可用 Fisher信息阵的行列式的平方根表示。这种无信息先
验分布常称为 Jeffreys先验分布。其求取步骤如下：

1. 写出样本的对数似然函数 l(θ|x) = ∑n
i=1 ln p(xi|θ)；

2. 算出参数 θ的 Fisher信息阵

I(θ) = Ex|θ
(

− ∂2l

∂θi∂θj

)
i,j=1,...,p

在单参数场合，I(θ) = Ex|θ
(

− ∂2l
∂θ2

)
；

3. θ的无信息先验密度函数为 π(θ) = [det I(θ)]1/2，在单参数场合，π(θ) = [I(θ)]1/2

2.9 贝叶斯理论

贝叶斯方法，贝叶斯定理，非信息先验分布，扁平先验

以标准线性模型为例介绍贝叶斯分析及其基本概念 [21]，为什么不用 RMSE均方误
差，WAIC pDIC模型选择 loo K-CV

贝叶斯定理 2.2贝叶斯定理 (2.11)

P(A|B)= P(B|A)P(A)/P(B)

Posterior

Likelihood

Prior

Marginal likelihood
图 2.2: 贝叶斯定理

作为铺垫，先结合 SGLMM模型介绍一下贝叶斯定理，其中，θ代表 SGLMM模
型中的参数，Y是响应变量对应的观察值。
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p(θ|Y) = p(θ,Y)
p(Y)

[条件概率定义]

= p(Y|θ)p(θ)
p(Y)

[链式法则]

= p(Y|θ)p(θ)∫
Θ p(Y,θ)dθ

[全概率公式]

= p(Y|θ)p(θ)∫
Θ p(Y|θ)p(θ)dθ

[链式法则]

∝ p(Y|θ)p(θ) [Y已知]

(2.11)

2.10 贝叶斯数据分析

以一个广义线性模型为例说明贝叶斯数据分析的过程。模拟数据集 logit来自 R包
mcmc，它包含 5个变量，一个响应变量 y和四个预测变量 x1，x2，x3，x4。频率派的
分析可以用这样几行 R代码实现

library(mcmc)

data(logit)

fit <- glm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4, data = logit,

family = binomial(), x = TRUE)

summary(fit)

#>

#> Call:

#> glm(formula = y ~ x1 + x2 + x3 + x4, family = binomial(), data = logit,

#> x = TRUE)

#>

#> Deviance Residuals:

#> Min 1Q Median 3Q Max

#> -1.746 -0.691 0.154 0.704 2.194

#>

#> Coefficients:

#> Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

#> (Intercept) 0.633 0.301 2.10 0.0354 *

#> x1 0.739 0.362 2.04 0.0410 *

#> x2 1.114 0.363 3.07 0.0021 **

13
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#> x3 0.478 0.354 1.35 0.1766

#> x4 0.694 0.399 1.74 0.0817 .

#> ---

#> Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

#>

#> (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

#>

#> Null deviance: 137.628 on 99 degrees of freedom

#> Residual deviance: 87.668 on 95 degrees of freedom

#> AIC: 97.67

#>

#> Number of Fisher Scoring iterations: 6

现在，我们想用贝叶斯的方法来分析同一份数据，假定 5个参数（回归系数）的
先验分布是独立同正态分布，且均值为 0，标准差为 2。

该广义线性模型的对数后验密度（对数似然加上对数先验）可以通过下面的 R命
令给出

x <- fit$x

y <- fit$y

lupost <- function(beta, x, y) {

eta <- as.numeric(x %*% beta)

logp <- ifelse(eta < 0, eta - log1p(exp(eta)), -log1p(exp(-eta)))

logq <- ifelse(eta < 0, -log1p(exp(eta)), -eta - log1p(exp(-eta)))

logl <- sum(logp[ y == 1]) + sum(logq[y == 0])

return(logl - sum(beta^2) / 8)

}

为了防止溢出 (overflow) 和巨量消失 (catastrophic cancellation)，计算 log(p) 和
log(q)使用了如下技巧

p = exp(η)
1 + exp(η)

= 1
1 + exp(−η)

q = 1
1 + exp(η)

= exp(−η)
1 + exp(−η)

然后对上式取对数
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log(p) = η − log(1 + exp(η)) = − log(1 + exp(−η))

log(q) = − log(1 + exp(η)) = −η − log(1 + exp(−η))

为防止溢出，我们总是让 exp的参数取负数，也防止在 |η|很大时巨量消失。比如，
当 η为很大的正数时，

p ≈ 1

q ≈ 0

log(p) ≈ − exp(−η)

log(q) ≈ −η − exp(−η)

当 η 为很小的数时，使用 R内置的函数 log1p计算，当 η 为大的负数时，情况类

似2。

有了上面这些准备，现在可以运行随机游走Metropolis算法模拟后验分布

set.seed(2018)

beta.init <- as.numeric(coefficients(fit))

fit.bayes <- metrop(obj = lupost, initial = beta.init,

nbatch = 1e3, blen = 1, nspac = 1, x = x, y = y)

names(fit.bayes)

#> [1] "accept" "batch" "initial" "final"

#> [5] "accept.batch" "initial.seed" "final.seed" "time"

#> [9] "lud" "nbatch" "blen" "nspac"

#> [13] "scale" "debug"

fit.bayes$accept

#> [1] 0.008

这里使用的 metrop函数的参数说明如下：

• 自编的 R函数 lupost计算未归一化的Markov链的平稳分布（后验分布）的对数
密度；

• beta.init表示Markov链的初始状态；

2更加精确的计算 log(1 − exp(−|a|)), |a| ≪ 1可以借助 Rmpfr包 https://r-forge.r-project.org/projects/
rmpfr/
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• Markov链的 batches；
• x,y是提供给目标函数 lupost的额外参数

2.11 维数灾难与蒙特卡罗积分

一般地，混合效应模型的统计推断总是不可避免的要面对高维积分，处理高维积

分的方法一个是寻找近似方法避免求积分，一个是寻找有效的随机模拟方法直接求积

分。这里，介绍蒙特卡罗方法求积分，以计算N 维超立方体的内切球的体积为例说明。

假设我们有一个 N 维超立方体，其中心在坐标 0 = (0, . . . , 0)。超立方体在点
(±1/2, . . . ,±1/2)，有 2N 个角落，超立方体边长是 1，1N = 1，所以它的体积是 1。

如果 N = 1，超立方体是一条从 −1
2 到

1
2 的单位长度的线，如果 N = 2，超立方

体是一个单位正方形，对角是
(
−1

2 ,−
1
2

)
和

(
1
2 ,

1
2

)
，如果 N = 3，超立方体就是单位

体积的立方体，对角是
(
−1

2 ,−
1
2 ,−

1
2

)
和

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
，依此类推，N 维超立方体体积是 1，

对角是
(
−1

2 , . . . ,−
1
2

)
和

(
1
2 , . . . ,

1
2

)
现在，考虑 N 维超立方体的内切球，我们把它称为 N 维超球，它的中心在原点，

半径是 1
2。我们说点 y在超球内，意味着它到原点的距离小于半径，即 ∥y∥ < 1

2。

一维情形下，超球是从的线，包含了整个超立方体。二维情形下，超球是中心在

原点，半径为 1
2 的圆。三维情形下，超球是立方体的内切球。

我们知道单位超立方体的体积是 1，但是其内的内切球的体积是多少呢？我们已
经学过如何去定义一个积分计算半径为 r 的二维球（即圆）的体积（即面积）是 πr2，

三维情形下，内切球是 4
3πr

3。但是更高维的欧式空间里，内切球的体积是多少呢？

我们当然可以去计算越来越复杂的多重积分，但是这里我们介绍采样的方法去计

算积分，即所谓的蒙特卡罗方法，由乌拉姆 (S. Ulam)、冯 ·诺依曼 (J. von Neumann)和
梅特罗波利斯 (N. Metropolis)等在美国核武器研究实验室创立，当时正值二战期间，为
了研制原子弹，出于保密的需要，与随机模拟相关的技术就代号蒙特卡罗。现在，蒙特

卡罗方法占据现代统计计算的核心地位，特别是与贝叶斯相关的领域。

用蒙特卡罗方法去计算单位超立方体内的超球，首先我们需要在单位超立方体内

产生随机点，然后计算落在超球内点的比例，即超球的体积。随着点的数目增加，估计

的体积会收敛到真实的体积。因为这些点都独立同均匀分布，根据中心极限定理，误差

下降的比率是 O (1/
√
n)，这也意味着每增加一个小数点的准确度，样本量要增加 100

倍。

表 2.2列出了前 10维超球的体积，随着维数的增加，超球的体积迅速变小，超立
方体内随机点的个数是 100000。这里有一个反直观的现象，内切球的体积竟然随着维
数的增加变小，并且在 10维的情形下，内切球的体积已不到超立方体的 0.3%。
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2 基础知识

表 2.2: 前 10维单位超立方体内切球的体积（已经四舍五入保留小数点后三位）

维数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

体积 1.000 0.784 0.525 0.307 0.166 0.081 0.037 0.016 0.006 0.0027

2.12 采样器与 Stan

随机模拟的基础是有高质量的伪随机数，如何生成和检验伪随机数的质量参见黄

湘云的文章 [22]。通过随机模拟的方式从总体中获取样本，需要一个抽样（也叫采样）的

过程，不同的采样算法（也叫采样器）在适用范围和采样效率方面有不同。在贝叶斯

计算中，常用的采样器有 Gibbs，Metropolis和汉密尔顿蒙特卡罗 (Hamiltonian Monte
Carlo，简称 HMC)三类。

Matthew D. Hoffman和 Andrew Gelman (2014年) [23] 提出的 No-U-Turn采样器属
于 HMC衍生的采样器。

Stan是一门基于 C++的高级编程语言，用户只需提供数据、模型和参数初值，目
标后验分布的 Markov链的模拟过程是自动实现的。除了可以完全在 Stan脚本中写模
型外，Stan还提供其他编程语言的接口，如 R，Python和MATLAB等，使得熟悉其他
编程语言的用户也可以比较方便地调用。

以分层正态模型为例，数据集 eight schools来自 Andrew Gelman和 John B. Carlin
等 (2003年) [24]，由 Educational Testing Service调查搜集，用以分析不同的辅导项目对
测验分数的影响。调查了 8所高中，输出变量是一个分数，数据集见表 2.3。

表 2.3: 8 schools数据集

School A B C D E F G H

yi 28 8 -3 7 -1 1 18 12
σi 15 10 16 11 9 11 10 18

分层模型可以在 Stan中写成如下形式，在工作目录下把它保存为 8schools.stan

// saved as 8schools.stan

data {

int<lower=0> J; // number of schools

real y[J]; // estimated treatment effects

real<lower=0> sigma[J]; // s.e. of effect estimates

}

parameters {

real mu; // population mean
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real<lower=0> tau; // population sd

real eta[J]; // school-level errors

}

transformed parameters {

real theta[J]; // schools effects

for (j in 1:J)

theta[j] = mu + tau * eta[j];

}

model {

target += normal_lpdf(eta | 0, 1);

target += normal_lpdf(y | theta, sigma); // target distribution

}

上述代码块的第一段提供数据：学校的数目J；估计值 y1, . . . , yJ；标准差σ1, . . . , σJ，

数据类型可以是整数、实数，数据结构可以是向量，甚至更一般的数组，数据可以指定

约束，如在这个模型中 J 限制为非负，σJ 必须是正的。

第二段代码介绍参数：模型中的待估参数，学校总体的效应 θj，均值 µ，标准差 τ

https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/RStan-Getting-Started
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3 统计模型

重新安排逻辑顺序第三章空间广义线性混合效应模型 1. 模型结构

第 3.1节，第 3.2节和第 3.4节简略介绍了线性模型，广义线性模型和广义线性混
合效应模型及其数学表示，并随同模型给出了模型求解的 R包或函数，为空间广义线
性混合效应模型的介绍做铺垫。第 3.6节重点介绍了空间广义线性混合效应模型（以下
简称为 SGLMM模型），并分三小节介绍模型中的重要成分，第小节介绍 SGLMM模
型中的空间效应，即平稳空间高斯过程，第 3.6.2小节介绍影响空间效应结构的关键部
分—自协方差函数和平稳空间高斯过程的核函数或自相关函数，第 3.6.3小节介绍非
空间的随机效应，在地质统计中常称为块金效应，以及它带来的 SGLMM模型可识别
问题与相应处理方式。

3.1 线性模型

线性模型的一般形式为

Y = X⊤β + ϵ,E(ϵ) = 0,Cov(ϵ) = σ2I (3.1)

其中，Y = (y1, y2, . . . , yn)⊤ 是 n 维列向量，代表对响应变量 Y 的 n 次观测；β =
(β0, β1, . . . , βp−1)⊤ 是 p 维列向量，代表模型 (3.1) 的协变量 X 的系数，β0 是截距

项；X⊤ = (1⊤
(1×n), X

⊤
(1), X

⊤
(2), . . . , X

⊤
(p−1))，1⊤

(1×n) 是全 1 的 n 维列向量，而 X⊤
(i) =

(x1i, x2i, . . . , xni)⊤ 代表对第 i个自变量的 n次观测；ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn)⊤ 是 n维列向

量，代表模型的随机误差，并且假定 E(ϵiϵj) = 0, i ̸= j，即模型误差项之间线性无关，

且方差齐性，都是 σ2(> 0)。估计模型 (3.1)的参数常用最小二乘和最大似然方法，求
解线性模型 (3.1)的参数可以用 R函数 lm，近年来，高维乃至超高维稀疏线性模型成为

热门的研究方向，相关的 R包也越来越多，比较流行的有 glmnet [25]和 SIS [26]。

3.2 广义线性模型

广义线性模型的一般形式

g(µ) = X⊤β (3.2)

其中，µ ≡ E(Y )，g代表联系函数，特别地，当 Y ∼ N(µ, σ2)时，联系函数 g(x) = x，

模型 (3.2) 变为一般线性模型 (3.1)。当 Y ∼ Binomial(n, p) 时，响应变量 Y 的期望

µ = E(Y ) = np，联系函数 g(x) = ln( x
1−x)，模型 (3.2) 变为 log( p

1−p) = X⊤β。当

Y ∼ Possion(λ)时，响应变量 Y 的期望 µ = E(Y ) = λ，联系函数 g(x) = ln(x)，模型
(3.2)变为 log(λ) = X⊤β。指数族下其余分布对应的联系函数此处不一一列举，完整列

表可以参看 1989年 McCullagh和 Nelder所著的《广义线性模型》[15]。模型 (3.2)最早
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由 Nelder和Wedderburn在 1972年提出 [27]，它弥补了模型 (3.1)的两个重要缺点：一
是因变量只能取连续值的情况，二是期望与自变量只能用线性关系联系 [28]。求解广义

线性模型 (3.2)的 R函数是 glm，常用拟似然法去估计模型 (3.2)的参数。

3.3 线性混合效应模型

模型结构，参数估计，惩罚最小二乘和广义最小二乘极大似然估计和限制极大似

然估计 lme4包 [29]剖面似然估计 profile似然

3.4 广义线性混合效应模型

广义线性混合模型的一般形式

g(µ) = X⊤β + Z⊤b (3.3)

其中，Z⊤ 是 q 维随机效应 b的 n × q 的数据矩阵，其它符号含义如前所述。广义线

性混合效应模型中既包含固定效应 β 又包含随机效应 b。线性模型 (3.1)和广义线性
模型 (3.2)中的协变量都是固定效应，而随机效应是那些不能直接观察到的潜效应，但
是对响应变量却产生显著影响。特别是在基因变异位点与表现型的关系研究中，除了

用最新科技做全基因组扫描获取显著的基因位点，还应该把那些看似不显著，联合在

一起却显著的位点作为随机效应去考虑 [30]。求解模型 (3.3)的 R包有 nlme，mgcv和
lme4，参数估计的方法一般有限制极大似然法。除了求解模型 (3.3)外，nlme可以拟合
一些非线性混合效应模型，mgcv可以拟合广义可加混合效应模型，lme4使用了高性能
的 Eigen数值代数库，可以加快模型的求解过程。

MCMC方法应用于 GLMM模型 [31]

3.5 空间线性混合效应模型

Kriging插值 [32;33] gstat: Spatial and Spatio-Temporal Geostatistical Modelling, Predic-
tion and Simulation

3.6 空间广义线性混合效应模型

在提出 SGLMM 模型之前，先介绍空间高斯过程，然后是平稳空间高斯过程和
SGLMM模型结构，以步步推进的方式引入各成分的假设条件，其后着重阐述了空间
效应的自相关函数，它决定空间效应，包含模型中的待估参数。

3.6.1 模型结构

空间广义线性混合效应模型是对模型 (3.3)的进一步延伸，其一般形式为

g(µi) = d(xi)⊤β + S(xi) + Zi (3.4)

20



3 统计模型

其中，d⊤(xi)表示协变量对应的观测数据向量，即 p个协变量在第 i个位置 xi的观察

值。此外，假定 S = {S(x) : x ∈ R2}是均值为 0，方差为 σ2，平稳且各向同性的空间

高斯过程，ρ(x, x′) = Corr{S(x), S(x′)} ≡ ρ(∥x, x′∥)，∥ · ∥表示距离，样本之间的位
置间隔不大就用欧氏距离，间隔很大可以考虑用球面距离；S(xi)代表了与空间位置 xi

相关的随机效应，简称空间效应；这里，Zi
i.i.d∼ N(0, τ 2)的非空间随机效应，也称块金

效应 (nugget effect)，一般解释为测量误差 (measurement error)或微观变化 (micro-scale
variation) [13]，即 τ 2 = Var(Yi|S(xi)),∀i = 1, 2, . . . , N，N 是采样点的数目，其它符号
含义不变。

3.6.2 协方差函数

随机过程的协方差函数，也称核函数，如无特殊说明，文中所指都是自协方差函

数，模型 (3.4)的空间效应结构由相关函数决定，在给出相关函数之前，先计算一下空
间效应的理论变差 V (x, x′)，即空间过程的协方差函数的一半，变差源于采矿术语，和
线性预测 Ti的变差 VT (uij)。为方便起见，记 Ti = d(xi)⊤β + S(xi) + Zi

V (x, x′) = 1
2

Var{S(x) − S(x′)}

= 1
2

Cov(S(x) − S(x′), S(x) − S(x′))

= 1
2

{E[S(x) − S(x′)][S(x) − S(x′)] − [E(S(x) − S(x′))]2}

= σ2 − Cov(S(x), S(x′)) = σ2{1 − ρ(u)}

VT (uij) = 1
2

Var{Ti(x) − Tj(x)}

= 1
2

E[(Ti − Tj)2] = τ 2 + σ2(1 − ρ(uij))

(3.5)

从方程 (3.5) 不难看出系数 1
2 的化简作用，类似地，根据协方差定义可推知随机向量

T = (T1, T2, . . . , Tn)的协方差矩阵如下：

Cov(Ti(x), Ti(x)) = E[S(xi)]2 + EZ2
i = σ2 + τ 2

Cov(Ti(x), Tj(x)) = E[S(xi)S(xj)] = σ2ρ(uij)
(3.6)

相关函数 ρ(u)的作用和地位就显而易见了，它是既决定理论变差又决定协方差矩阵的
结构。

常见的自相关函数族有高斯协方差函数、球面协方差函数和Matérn协方差函数：

ρ(u) = {2κ−1Γ(κ)}−1(u/ϕ)κKκ(u/ϕ), u > 0 (3.7)
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一般地，假定 ρ(u)单调不增，即任何两样本之间的相关性应该随距离变大而减弱，尺
度参数 ϕ控制函数 ρ(u)递减到 0的速率。方便起见，记 ρ(u) = ρ0(u/ϕ)，则方程 (3.7)
可简记为

ρ0(u) = {2κ−1Γ(κ)}−1(u)κKκ(u), u > 0 (3.8)

其中，Kκ(·)是阶数为 κ的第二类修正的贝塞尔函数，κ(> 0)是平滑参数，满足这些
条件的空间过程 S 是 ⌈κ⌉ − 1次均方可微的。

值得注意的是Matérn族其实包含幂指数族当 κ = 0.5时，ρ0(u) = exp(−u)，S(x)
均方连续但是不可微，当 κ → ∞时，ρ0(u) = exp(−u2)，S(x)无限次均方可微。

实际操作中，估计 κ，为了节省计算，又不失一般性，经验做法是取离散的 κ先验，

如 κ = 0.5, 1.5, 2.5，分别对应 S(x)均方连续、一次可微和二次可微。实际上，ρ(u)的
可微性表示了空间过程 S 的曲面平滑程度。为更加直观地描述 ρ(u)，作图 3.1
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图 3.1: 固定尺度参数，相关函数随距离的变化（左）；固定贝塞尔函数的阶，相关函数
随距离的变化（右）

从图上可以看出，相比于贝塞尔函数的阶 κ，尺度参数 ϕ对相关函数的影响大些，

所以在实际应用中，先固定下 κ是可以接受的。

为简化编程和描述，在 1998 年 Diggle 等人在数据分析中使用幂指数族 ρ0(u) =
exp(−(αu)δ), α > 0, 0 < δ ≤ 2作为相关函数 [3]。虽然其形式大大简化，函数图像和性

质却与梅隆族相似，即当 0 < δ < 2时，S(x)均方连续但不可微，当 δ = 2时，S(x)
无限次可微。

3.6.3 模型识别

在 SGLMM模型的实际应用当中，一般先不添加非空间的随机效应，而是基于模
型 (3.9)估计参数，估计完参数，代入模型，观察线性预测 ˆT (xi)和真实的 T (xi)之间
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的残差，如残差表现不平稳，说明还有非空间的随机效应没有提取，因此添加块金效

应是合理的，此时在模型 (3.4)中有两个来源不同的随机效应 Zi与 S(xi)。

g(µi) = d(xi)⊤β + S(xi) (3.9)

如何区分开 Zi 与 S(xi)，或者更直接地说，如何估计这两个随机效应的参数
τ 2, σ2, ϕ，即为可识别问题。向量 T = (T1, T2, . . . , Tn)⊤是协方差为矩阵 τ 2I + σ2R的

多元高斯分布，其中，自相关函数 Rij = ρ(uij;ϕ)，uij 是 xi 与 xj 之间的距离，由线

性预测 Ti的变差公式 (3.5)知，随机过程 T (x)的变差 τ 2 + σ2(1 − ρ(uij))和自相关函
数 (3.10)

ρ⋆(u) =


1 : xi = xj

σ2ρ(uij)/(σ2 + τ 2) : xi ̸= xj
(3.10)

在原点不连续，只有当 τ 2 = Var(Yi|S(xi))已知或者在同一位置可以用重复测量的方
法直接估计时，参数 τ 2, σ2, ϕ是可识别的 [5;34]。
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4 参数估计

模型的参数估计是建模分析的重要步骤，鉴于空间广义线性混合效应模型（以下

简称 SGLMM模型）的复杂性，文献综述中用的参数估计方法，比如最小二乘估计（简
称 LSE）和极大似然估计（简称 MLE），其参数估计没有显式的表达式，必须发展有
效的算法。目前，文献中的常用算法有低秩近似算法、蒙特卡罗极大似然算法和马尔

科夫链蒙特卡罗算法，但这些尚未应用到 SGLMM模型的参数估计中，我们应用这些
算法去估计模型参数，特别提出了新的算法。本章具体结构如下：第 4.4节介绍求解
SGLMM模型 (4.1)参数的三类算法，分别是第 4.4.2小节介绍的蒙特卡罗极大似然算
法（以下简称为 MCML算法），第 4.4.4小节介绍的低秩近似算法（以下简称为 Low-
Rank算法），第 4.4.3小节介绍的贝叶斯框架下的马尔科夫链蒙特卡罗算法（以下简称
为贝叶斯 MCMC算法）。在贝叶斯 MCMC算法的基础上，改进算法实现形式，提出
STAN-MCMC算法，在第 4.5节予以详细介绍。

g(µi) = Ti = d(xi)′β + S(xi) + Zi (4.1)

其中，设置 di = d′(xi)，d′(xi)主要是强调协变量的空间内容，这里表示采样点的观测
数据向量，即 p个协变量在第 i个位置 xi的观察值。S = {S(x) : x ∈ R2}是均值为 0，
方差为 σ2，平稳且各向同性的空间高斯过程，自相关函数是 ρ(u;ϕ)，S(xi)是空间效
应，Zi

i.i.d∼ N(0, τ 2)的块金效应，g 是联系函数，xi ∈ R2 是采样点的位置。综上，模

型 (4.1)待估计的参数有 β 和 θ′ = (σ2, ϕ, τ 2)。特别地，当响应变量分别服从二项分布
和泊松分布时，模型 (4.1)分别变为模型 (4.2)和模型 (4.3)。

log{ pi
1 − pi

} = Ti = d(xi)′β + S(xi) + Zi (4.2)

log(λi) = Ti = d(xi)′β + S(xi) + Zi (4.3)

模型 (4.2)中，响应变量 Yi服从二项分布 Yi ∼ Binomial(mi, pi)，均值E(Yi|S(xi), Zi) =
mipi，mi 表示在 xi 的位置抽取的样本量，总的样本量就是M = ∑N

i=1 mi，N 表示采

样点的个数。模型 (4.3)中，响应变量 Yi服从泊松分布 Yi ∼ Possion(λi)。在获取响应
变量 Y 的观测的过程中，与广义线性或广义线性混合效应模型 (3.2)和 (3.3)不同的在
于：在每个采样点 xi，Yi 都服从参数不同但同类的分布。下面如无特殊说明，算法描

述对象都是模型 (4.2)。
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4.1 极大似然估计

研究区域 D ⊆ Rd，对于第 i次观测，让 si 表示区域 D 内特定的位置，Y (si)表
示响应变量，x(si)是一个 p维的固定效应，这里 i = 1, . . . , n我们如下定义 SGLMM
模型：

E[Y (si)|u(si)] = g−1[x(si)′β + u(si)], i = 1, . . . , n

其中

• g(·)是实值可微的逆联系函数，β 是 p维的回归参数。

• {U(s) : s ∈ D} 是二阶平稳的高斯随机场，其均值为 0，空间自协
方差函数 COV(U(s), U(s′)) = C(s − s′;θ)，θ 是相关参数向量。u =
(u(s1), u(s2), . . . , u(sn))′是 U(·)的一个实例。

• Y (·)|U(·)是独立随机过程，如给定 u，观察值 y = (y(s1), y(s2), . . . , y(sn))′ 是

相互独立的。

• 给定 ui = u(si), i = 1, . . . , n，yi = y(si)的条件概率密度函数是

f(yi|ui;β) = exp[a(µi)yi − b(µi)]c(yi)

其中 µi = Yi|ui，a(·), b(·)和 c(·)是特定的函数。具体举例 [15]

那么，SGLMM模型的边际似然函数为

L(ψ; y) =
∫ n∏

i=1
f(yi|ui;β)ϕn(u; 0,Σθ)du (4.4)

其中ψ = (β,θ)是 SGLMM模型的参数，ϕn(·; 0,Σθ)是 n元正态密度函数，其均值为

0，协方差矩阵为 Σθ = (cij) = (C(si − sj;θ)), i, j = 1, . . . , n。此边际似然函数中几乎
总是卷入一个难以处理的积分，这是主要面临的问题，并且计算量随观测 yi 的数量增

加，因为随机场的维数等于观测的个数。

令 y = (y(s1), . . . , y(sn))′ 表示观测值，π(ψ)表示模型参数的联合先验密度，那
么联合后验密度为

π(ψ,u|y) = f(y|u,ψ)ϕn(u; 0,Σθ)π(ψ)
m(y)

其中

m(y) =
∫
f(y|u,ψ)ϕn(u; 0,Σθ)π(ψ)dudψ
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遭遇同样难以处理的高维积分问题，所以m(y)亦不会有显式表达式。若取 π(ψ)为扁
平先验 (flat priors)，特别地，如 π(ψ) ∝ 1，后验分布将简化为似然函数 (4.4)的常数倍。
如果导出的后验是合适的，MCMC算法可以用来研究似然函数，但是对很多GLMM模
型扁平先验 (flat priors)会导出不合适的后验 (improper posteriors) [35]，所以选用 diffuse
prior来导出合适的后验 (proper posteriors)，并且导出的后验接近似然函数，但它的使
用不要求 posterior mode是MLE [36]。

一般地，我们假定在给定 β和 S(xi)的条件下，响应变量 Yi服从指数族，这里不失

一般性地讨论空间广义线性混合效应模型的极大似然估计。条件概率密度函数 Yi|β, µi
为

f(yi|β, S(xi)) = exp{[yiµi − b(µi)] + c(yi)}

其中，µi = E
[
Yi|β, S(xi)

]
是典则参数，Yi ∼ N(µ, σ2)时，

T = (T1, T2, . . . , Tn)′是多元正态分布 N(Dβ,Σ(θ))，参数 β,θ的似然函数

L(β′,θ′; y) =
∫ n∏

i=1
f(yi|ti)f(T |β′,θ′)dt (4.5)

4.2 剖面似然估计

众所周知，极大似然估计是一种被广泛接受的统计方法，因其优良的大样本性质。

在宽松的正则条件下，极大似然估计服从渐进正态分布，满足无偏性，而且是有效的

估计。在空间线性混合效应模型下，响应变量服从高斯分布

y ∼ N(Dβ, σ2R(ϕ) + τ 2I) (4.6)

其中 D是 n× p的观测数据矩阵，β 是相应的回归参数向量，R依赖于标量或向

量 ϕ。模型 (4.6)的对数似然函数

L(β, τ 2, σ2, ϕ) = − 0.5{n log(2π) + log{|(σ2R(ϕ) + τ 2I)|}

+ (y −Dβ)⊤(σ2R(ϕ) + τ 2I)−1(y −Dβ)}
(4.7)

极大化 (4.7)式就是求模型 (4.6)参数的极大似然估计。极大化对数似然的过程如
下：

1. 重参数化 ν2 = τ 2/σ2，则 V = R(ϕ) + ν2I；

2. 给定 V，对数似然函数 (4.7)在

β̂(V ) = (D⊤V −1D)−1D⊤V −1y

σ̂2(V ) = n−1{y −Dβ̂(V )}⊤V −1{y −Dβ̂(V )}
(4.8)
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取得极大值；

3. 将 (4.8)式代入对数似然函数 (4.7)式，可获得一个简化的对数似然

L0(ν2, ϕ) = −0.5{n log(2π) + n log σ̂2(V ) + log |V | + n} (4.9)

关于参数 ν2, ϕ极大化 (4.9)式，获得 ν2, ϕ的估计值，然后将其回代 (4.8)式，获
得 β̂和 σ̂2。

上述优化过程可能依赖协方差函数族，如在使用Matérn协方差函数的时候，形状
参数 κ (shape parameter)常常很难识别。因此，让 κ分别取 0.5, 1.5, 2.5，使得空间过程
S 覆盖到不同自由度的均方可微性 [37]。

原则上，极大似然估计的可变性可以通过观察对数似然曲面来分析，但是，通常

地，似然曲面的维数不允许直接观察。在这种情形下，另一个基于似然的想法是剖面

似然 (profile likelihood)。一般地，假定我们有一个模型，其含有参数 (α, ϕ)，似然表示
为 L(α, ϕ)。则关于 α的剖面对数似然 (profile log-likelihood)定义为

Lp(α) = L(α, ψ̂(α)) = max
ψ

(L(α, ψ)) (4.10)

即我们考虑似然随 α的变化情况，对每一个 α（保持 α不变），我们指定 ψ的值

使得对数似然取得最大值。剖面似然就是让我们可以观察到关于 α的似然曲面，显然，

其维数比完全似然面要低，与只有一个参数的对数似然一样，它也可以用来计算单个

参数的置信区间。现在，我们注意到简化的对数似然 (4.9)其实可以看作模型 (4.6)关
于 (ν2, ϕ)的剖面对数似然 [34]。

4.3 极大似然估计

书本定义和性质，在后续章节介绍限制极大似然 Restricted Maximum likelihood,简
称 REML

惩罚拟似然 Penalized Quasi-Likelihood, 简称 PQL 和边际拟似然 Marginal Quasi-
Likelihood,简称MQL

Profile Maximal Likelihood,简称 PML
Penalized maximum likelihood estimates are calculated using optimization methods

such as the limited memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno algorithm.
BFGS拟牛顿法和采样器 https://bookdown.org/rdpeng/advstatcomp

4.4 参数估计的算法

贝叶斯方法构造马尔科夫链，需要很多次反复迭代，收敛速度慢，求解模型 (3.4)
需要花费很多时间，极大似然和重要性采样相结合的方法出现了，称之为蒙特卡罗极
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大似然法，简称MCML。1994年 Charles J. Geyer首先从理论证明MCML方法的收敛
性及相关似然估计的正态性，为后续算法的开发、改进以及应用提供了理论支持 [11]。

2002 年 Hao Zhang 在做模型的估计和预测的时候提出蒙特卡罗期望极大梯度 (Monte
Carlo EM Gradient)算法 [12]。2016年 Fatemeh Hosseini在 MCEMG的基础上提出近似
蒙特卡罗期望极大梯度 (Approximate Monte Carlo EM Gradient)算法 [38]。2004年 Ole F
Christensen将MCML方法用于 SGLMM模型 [13]，2016年 Peter J. Diggle和 Emanuele
Giorgi将MCML方法应用于分析西非流行病调查数据。

在依据似然函数做统计推断的情况下，必须解决高维积分的问题，解决高维积分

的两条路：采用拉普拉斯近似方法近似积分，蒙特卡罗方法求积分

4.4.1 拉普拉斯近似算法

主要参考文献 [39]，空间广义线性混合效应模型的结构表述如下

Y(x)|S(x) ∼ f(·;µ(x), ψ)

g(µ(x)) = Dβ + S(x) = Dβ + σR(x;ϕ) + τz

S(x) ∼ N(0,Σ)

(4.11)

SGLMM模型假定在给定高斯空间过程 S(x)的条件下，Y1, Y2, . . . , Yn 是独立的，

并且服从分布 f(·;µ(x), ψ)。此分布有两个参数集，其一来自与联系函数 g 关联的线

性预测 µ(x)，其二是来自密度或概率分布函数 f 的发散参数 (precision or dispersion
parameter) ψ，可以看作是似然函数中的附加参数。空间过程分解为空间相关 R(x;ϕ)
和独立过程 Z，二者分别被参数 σ和 τ 归一化而具有单位方差。

线性预测包含一组固定效应Dβ，空间相关的随机效应 R(x;ϕ)，不相关的随机效
应 τz ∼ N(0, τ 2I)。D是观测协变量得到的数据矩阵，β是 p× 1维的回归参数向量。

R(x;ϕ) 是具有单位方差的高斯随机场 (Gaussian Random Field，简称 GRF)，其
自相关函数为 ρ(u, ϕ)，这里 u 表示一对空间位置之间的距离，ϕ 是刻画空间相关性

的参数。自相关函数 ρ(u, ϕ)(∈ Rd) 是 d 维空间到一维空间的映射函数，特别地，假

定这里的空间过程的自相关函数仅仅依赖成对点之间的欧氏距离，即 u = ∥xi − xj∥。
常见的自相关函数有指数族、梅隆族和球族。线性预测的随机效应部分协方差矩阵

Σ = σ2R(x;ϕ) + τ 2I。
估计 SGLMM模型 (4.11)的参数 θ = (β, σ2, τ 2, ϕ, ψ)需要极大化边际似然函数

L(θ; y) =
∫
Rn

[Y(x)|S(x)][S(x)]dS(x) (4.12)

一般地，边际似然函数包含两个分布的乘积和随机效应的积分，并且这个积分无

法显式的表示，第一个分布是观测变量Y的抽样分布，第二个分布典型的假设是多元
高斯分布。一个特殊的情况是Y也假设为高斯分布，这时积分有显式表达式。注意到
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参数 τ 和 ψ是不可识别的。

边际似然函数 (4.12)卷入的数值积分是充满挑战的，因为积分的维数 n是观测值

的数目，所以像二次、高斯–埃尔米特或适应性高斯–埃尔米特数值积分方式都是不可
用的。1986年 Luke Tierney和 Joseph B. Kadane提出拉普拉斯近似方法 [20]，它在纵向

数据分析中被大量采用 [40]。总之，对空间广义线性混合效应模型而言，拉普拉斯近似

还可以继续采用，想法是近似边际似然函数中的高维 (n > 3)积分，获得一个易于处
理的表达式，有了积分的显式表达式，就可以用数值的方法求边际似然函数的极大值。

拉普拉斯方法即用如下方式近似 (4.12)中的积分

I =
∫
Rn

exp{Q(s)}ds ≈ (2π)n/2| −Q′′(ŝ)|−1/2 exp{Q(ŝ)} (4.13)

其中，Q(s)为已知的 n元函数，ŝ是其极大值点，Q′′(ŝ)是黑塞矩阵。
这种近似方法可以用于一般的广义线性混合效应模型的似然推断，特别地，空间

广义线性混合效应模型也一样。假定条件分布 f 可以表示成如下单参数指数族的形式

f(y;β) = exp{y⊤(Dβ + S(x)) − 1⊤b(Dβ + S(x)) + 1⊤c(y)} (4.14)

其中 b是特定的函数。常用的分布有泊松分布和二项伯努利分布。多元高斯密度

函数

f(S(x); Σ) = (2π)−n/2|Σ|−1/2 exp{−1
2
S(x)⊤Σ−1S(x)} (4.15)

= exp{−n

2
log(2π) − 1

2
log |Σ| − 1

2
S(x)⊤Σ−1S(x)} (4.16)

将边际似然函数 (4.12)写成适合使用拉普拉斯近似的格式

L(θ; y) =
∫
Rn

exp{Q(S(x))}dS(x) (4.17)

其中

Q(S(x)) = y⊤(Dβ + S(x)) − 1⊤b(Dβ + S(x)) + 1⊤c(y)

− n

2
log(2π) − 1

2
log |Σ| − 1

2
S(x)⊤Σ−1S(x)

(4.18)

方程 (4.18)凸显了采纳拉普拉斯近似方法拟合空间广义线性混合效应模型的方便
性，可以把 (4.18)当成两部分来看，前一部分是广义线性模型下样本的对数似然的和
的形式，后一部分是多元高斯分布的对数似然，表示潜变量 (latent variable，又称随机
效应，random effect)。要使用 (4.13)式，我们需要函数 Q(S(x))的极大值点 ŝ，这里
我们采用牛顿-拉夫森算法 (Newton-Raphson，简称 NR)寻找 n元函数的极大值点，NR
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算法需要重复计算

si+1 = si −Q′′(si)−1Q′(si) (4.19)

直到收敛 ŝ。在这个阶段（内迭代过程），我们将所有的参数 θ都当作已知的。Q

函数的一阶和二阶导数如下

Q′(s) = {y − b′(Dβ + s)}⊤ − s⊤Σ−1 (4.20)

Q′′(s) = −diag{b′′(Dβ + s)} − Σ−1 (4.21)

用拉普拉斯方法近似的对数似然如下

ℓ(θ; y) = n

2
log(2π) − 1

2
log | − diag{b′′(Dβ + s)} − Σ−1|

+ y⊤(Dβ + ŝ) − 1⊤b(Dβ + ŝ) + 1⊤c(y)

− n

2
log(2π) − 1

2
log |Σ| − 1

2
ŝ⊤Σ−1ŝ

(4.22)

现在，我们需要极大化近似对数似然 (4.22)式，此时是求模型参数，可谓之外迭
代过程，常用的算法是 Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)算法，它内置在 R函
数 optim()中。方便起见，模型参数记为 θ = (β, log(σ2), log(τ 2), log(ϕ), log(ψ))，且
θ̂表示 θ的最大似然估计，则 θ̂的渐进分布为

θ̂ ∼ N(θ, I−1
o (θ̂))

其中 Io(θ̂)观察到的样本信息矩阵，注意到在空间广义线性混合效应模型下，我们
不能计算 Fisher信息阵，因为对数似然函数没有显式表达式，只有数值迭代获得在 θ̂

处的观测信息矩阵。通常，这类渐进近似对协方差参数的估计效果不好，而我们感兴趣

的恰恰是协方差参数 σ2, τ 2, ϕ，在数据集不太大的情形下，我们使用剖面似然 (Profile
likelihood)方法计算协方差参数的置信区间。剖面似然的详细实现过程见 bbmle包 [41]。

下面给出计算的细节步骤：

1. 选择模型参数 θ的初始值 θi；

2. 计算协方差矩阵 Σ及其逆 Σ−1；

3. 通过如下步骤极大，估计 ŝ；

(a) 为 s选择初始值；
(b) 按 (4.20)式计算 Q′(s)，按 (4.21)式计算 Q′′(s)，其中导数的计算可以参见
黄湘云的文章 [42]；
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(c) 解线性方程组 Q′′(s)s⋆ = Q′(s)；
(d) 更新 s = s + s⋆；
(e) 迭代直到收敛以获得 ŝ。

4. 用 ŝ替换 S(x)，在 (4.18)式中计算 Q(ŝ)；
5. 用 (4.13)式计算积分的近似值，以获得边际似然 (4.22)式的值；
6. 用 BFGS算法获得下一个值 θi+1；

7. 重复上述过程直到收敛，获得参数的估计值 θ̂。

牛顿-拉夫森算法收敛速度是很快的，但是必须提供一个很好的初值。合理的初值
对于快速收敛到近似似然函数 ℓ(θ; y)的极大值点很重要。我们给出一个简单的策略指
定外迭代中的初值 θ0，首先拟合一个简单的广义线性模型，获得回归系数 β 的初值，

基于这些值计算线性预测值 µ̂；然后计算残差 r̂ = (µ̂− y)，r̂的方差作为 σ2 的初值，

如果 SGLMM带有块金效应（非空间相关的随机效应），就用 σ2的初值的一定比例（如

10%）作为 τ 2的初值；最后，ϕ的初值选择两个距离最大的观测点之间的距离的 10%，
比较保险的办法是选择不同的 ϕ作为初值。

4.4.2 蒙特卡罗极大似然算法

模型 (4.2)中参数 β 和 θ′ = (σ2, ϕ, τ 2)的似然函数是通过对 Ti 内的随机效应积分

获得的。用大写 D表示 n × p的数据矩阵, y′ = (y1, y2, · · · , yn)表示各空间位置 xi 处

响应变量的观测值，对应模型 (4.2)中的 Yi ∼ Binomial(mi, pi)，T = (T1, T2, . . . , Tn)
的边际分布是 N(Dβ,Σ(θ))，其中，协方差矩阵 Σ(θ) 的对角元是 σ2 + τ 2，非对角

元是 σ2ρ(uij)，uij 是位置 xi 与 xj 之间的距离。在给定 T ′ = t′ = (t1, t2, · · · , tn)下，
Y ′ = (Y1, · · · , Yn)的条件分布是独立二项概率分布函数的乘积 f(y|t) = ∏n

i=1 f(yi|ti)，
因此，β 和 θ的似然函数可以写成

L(β,θ) = f(y; β,θ) =
∫
Rn
N(t;Dβ,Σ(θ))f(y|t)dt (4.23)

其中，N(·;µ,Σ)表示均值为 µ，协方差矩阵为 Σ的多元高斯分布的密度函数。1994年
Charles J. Geyer在给定 Y = y的情况下，使用 T 的条件分布 f(T |Y = y)模拟近似方
程 (4.23)中的高维积分 [11]，则似然函数 L(β,θ)可以重写为

L(β,θ) =
∫
Rn

N(t;Dβ,Σ(θ))f(y|t)
N(t;Dβ0,Σ(θ0))f(y|t)

f(y, t)dt

∝
∫
Rn

N(t;Dβ,Σ(θ))
N(t;Dβ0,Σ(θ0))

f(t|y)dt

= ET |y

[
N(t;Dβ,Σ(θ))
N(t;Dβ0,Σ(θ0))

] (4.24)
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其中，β0,θ0 作为迭代初始值预先给定，则 Y 和 T 的联合分布可以表示成 f(y, t) =
N(t;Dβ0,Σ(θ0))f(y|t)。再通过蒙特卡罗方法，用求和代替积分，去近似期望，做法
是从条件分布 f(T |Y = y; β0,θ0)抽取m个样本 t(i)，那么，可以用方程 (4.25)近似方
程 (4.24)

Lm(β,θ) = 1
m

n∑
i=1

N(ti;Dβ,Σ(θ))
N(ti;Dβ0,Σ(θ0))

(4.25)

这样做的依据是不管样本序列 t(i)是否相关，Lm(β,θ)都是 Lm(β, θ)的一致估计 (con-
sistent estimator)。最优的 β0,θ0是 β,θ的极大似然估计，即

max
β,θ

Lm(β,θ) → 1,m → ∞

既然给定的初始值 β0,θ0必定与真实的极大似然估计值不同，第m步迭代获得的似然

函数值 Lm(β̂m, θ̂)m与 1的距离可以用来刻画蒙特卡罗近似的准确度。实际操作中，用
β̂m 和 θ̂m 表示最大化 Lm(β,θ)获得的 MCML估计，重复迭代 β0 = β̂m 和 θ0 = θ̂m

直到收敛。求蒙特卡罗近似的对数似然 lm(β,θ) = logLm(β,θ) 的极值，可以使用
PrevMap包，迭代 Lm(β,θ)的过程中，可以选择 BFGS算法。MCML估计 θm的标准
误差 (standard errors) 取似然函数 lm(β,θ) 的负黑塞矩阵的逆的对角线元素的平方根。
迭代次数足够多时（m充分大，一般取到 10000及以上），此时蒙特卡罗误差可忽略，
即方程 (4.25)近似 (4.24)的误差可忽略。

4.4.3 贝叶斯 MCMC算法

凡是贝叶斯推断，必然用到 MCMC 算法，常见的有 Metropolis-Hastings 算
法 [3;5] Langevin-Hastings 算法（geoRglm/geoCount 实现）汉密尔顿蒙特卡罗算法
（Stan/PrevMap实现）

在贝叶斯框架里，β,θ的后验分布由贝叶斯定理和 β,θ的联合先验分布确定。假

定 β,θ的先验分布如下：

θ ∼ g(·), β|σ2 ∼ N(·; ξ, σ2Ω)

其中 g(·)可以是 θ的任意分布，ξ和 Ω分别是 β的高斯先验的均值向量和协方差矩阵。

β, θ和 T 的后验分布是

π(β, θ, t|y) ∝ g(θ)N(β; ξ, σ2Ω)N(t;Dβ,Σ(θ))f(y|t) (4.26)

PrevMap包内的函数 binomial.logistic.Bayes可以从上述后验分布中抽得样本，

这个抽样的过程使用了MCMC算法，θ, β 和 T 迭代的过程如下：

1. 初始化 β, θ和 T
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2. 对协方差 Σ(θ)中的参数做如下变换 [43]

(θ̃1, θ̃2, θ̃3) = (log σ, log(σ2/ϕ2κ), log τ 2)

使用随机游走Metropolis-Hastings轮流更新上述三个参数，在第 i次迭代时，候选

高斯分布的标准差 h是 hi = hi−1 + c1i
−c2(αi− 0.45)，其中，c1 > 0和 c2 ∈ (0, 1]

是预先给定的常数，αi是第 i次迭代时的接受概率，0.45是一元高斯分布的最优
接受概率。

3. 使用吉布斯步骤更新 β，所需条件分布 β|θ, T 是高斯分布，均值 ξ̃，协方差矩阵

σ2Ω̃，且与 y不相关，

ξ̃ = Ω̃(Ω−1ξ +D′R(θ)−1T )

σ2Ω̃ = σ2(Ω−1 +D′R(θ)−1D)−1

其中，σ2R(θ) = Σ(θ)。

4. 使用汉密尔顿蒙特卡罗算法 [44]更新条件分布 T |β, θ, y，用H(t, u)表示汉密尔顿
函数

H(t, u) = u′u/2 − log f(t|y, β, θ)

其中，u ∈ R2，f(t|y, β, θ)表示给定 β，θ和 y下，T 的条件分布。根据汉密尔

顿方程，函数H(u, t)的偏导决定 u, t随时间 v的变化过程，

dti
dv

= ∂H

∂ui
dui
dv

= −∂H

∂ti

其中，i = 1, . . . , n，上述动态汉密尔顿微分方程根据 leapfrog方法离散 [44]，然后求解

离散后的方程组获得近似解。

4.4.4 低秩近似算法

低秩近似算法分两部分来阐述，第一部分讲空间高斯过程的近似，第二部分将该

近似方法应用于 SGLMM模型。
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4.4.4.1 空间高斯过程的近似

空间高斯过程S，S = {S(x), x ∈ R2}，对任意给定一组空间位置x1, x2, . . . , xn,∀xi ∈
R2，随机变量 S(xi), i = 1, 2, . . . , n的联合分布 S = {S(x1), S(x2), . . . , S(xn)}是多
元高斯分布，其由均值 µ(x) = E[S(x)]和协方差Gij = γ(xi, xj) = Cov{S(xi), S(xj)}
完全确定，即 S ∼ MVN(µS, G)。

低秩近似算法使用奇异值分解协方差矩阵G [34]，将协方差矩阵G分解，也意味着

将空间高斯过程 S 分解，分解过程如下

S = AZ (4.27)

其中，A = UΛ1/2，对角矩阵 Λ包含 G的所有特征值，U 是特征值对应的特征向量。

将特征值按从大到小的顺序排列，取 A的前m(< n)列，即可获得 S 的近似 S⋆，

S⋆ = AmZ (4.28)

现在，Z 只包含m个相互独立的标准正态随机变量。方程 (4.28)可以表示成

S⋆ =
m∑
j=1

Zjfj(xi), i = 1, 2, . . . , n (4.29)

不难看出，方程(4.29)不仅是 S 的低秩近似，还可用作为空间高斯过程 S 的定义。更一
般地，空间连续的随机过程 S(x)都可以表示成函数 fj(x)和随机系数 Aj 的线性组合。

S(x) =
m∑
j=1

Ajfj(x), ∀x ∈ R2 (4.30)

若 Aj 服从零均值，协方差为 Cov(Aj, Ak) = γjk 的多元高斯分布，则 S 均值为 0，协
方差为

Cov(S(x), S(x′)) =
m∑
j=1

m∑
k=1

γjkfj(x)fk(x′) (4.31)

一般情况下，协方差结构 (4.31)不是平稳的，其中，fk(·)来自一组正交基

∫
fj(x)fk(x)dx =


1, i ̸= j

0, i = j

随机系数 Aj 满足相互独立。
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4.4.4.2 低秩近似算法

为方便叙述起见，低秩近似算法以模型 (4.32)为描述对象，它是模型 (4.1)的特殊
形式，主要区别是模型 (4.32)中，联系函数 g(µ) = log

(
µ

1−µ

)

log{ pi
1 − pi

} = Ti = d(xi)′β + S(xi) + Zi (4.32)

模型 (4.32)中的高斯过程 S = S(x)可以表示成高斯噪声的卷积形式

S(x) =
∫
R2
K(∥x− t∥;ϕ, κ) dB(t) (4.33)

其中，B 表示布朗运动，∥ · ∥表示欧氏距离，K(·)表示自相关函数，其形如

K(u;ϕ, κ) = Γ(κ+ 1)1/2κ(κ+1)/4u(κ−1)/2

π1/2Γ((κ+ 1)/2)Γ(κ)1/2(2κ1/2ϕ)(κ+1)/2 Kκ(u/ϕ), u > 0 (4.34)

将方程 (4.33)离散化，且让 r充分大，以获得低秩近似 [45]

S(x) ≈
r∑
i=1

K(∥x− x̃i∥;ϕ, κ)Ui (4.35)

式(4.35)中，(x̃1, . . . , x̃r)表示空间网格的格点，Ui 是独立同分布的高斯变量，均值为
0，方差 σ2。特别地，尺度参数 ϕ越大时，空间曲面越平缓，如图 3.1所示，在格点数 r

比较少时也能得到不错的近似效果。此外，空间格点数 r与样本量 n是独立的，因此，

低秩近似算法在样本量比较大时，计算效率还比较高。

注意到平稳空间高斯过程 S(x)经过方程 (4.35)的近似已不再平稳。通过乘以

1
n

n∑
i=1

m∑
j=1

K(∥x̃j − x̃i∥;ϕ, κ)2

来调整 σ2。事实上，调整后的 σ2会更接近于高斯过程 S(x)的实际方差。
低秩近似的关键是对高斯过程 S 的协方差矩阵 Σ(θ)做降维分解，这对 Σ(θ)的逆

和行列式运算是非常重要的，在计算之前，将K(θ)表示为 n×r的核矩阵，它是由自相

关函数（或称核函数）决定的空间距离矩阵，协方差矩阵 Σ(θ) = σ2K(θ)K(θ)′ + τ 2In，

In是 n× n的单位矩阵。根据Woodbury公式可得

Σ(θ)−1 = σ2ν−2(In − ν−2K(θ)(ν−2K(θ)′K(θ) + Ir)−1K(θ)′)

其中，ν2 = τ 2/σ2，求 n阶方阵 Σ(θ)的逆变成求 r阶方阵的逆，从而达到了降维的目

的。下面再根据 Sylvester行列式定理计算 Σ(θ)的行列式 |Σ(θ)|
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|Σ(θ)| = |σ2K(θ)K(θ)′ + τ 2In|

= τ 2n|ν−2K(θ)′K(θ) + Ir|

类似地，行列式运算的维数从 n× n降到了 r × r。

4.5 贝叶斯 STAN-MCMC算法

介绍先验分布 [46]

4.5.1 算法提出的背景和意义

贝叶斯 MCMC 算法是一个计算密集型的算法，高效的实现对理论和应用都有非
常重要的意义。因此，早在 1989年剑桥大学研究人员开发出了Windows上的应用程序
WinBUGS，并被广泛使用。随着个人电脑的普及、Linux和 MacOS系统的蓬勃发展，
只能运行于 Windows系统上的 WinBUGS逐渐落后于时代，并在 2008年宣布停止开
发。随后，OpenBUGS以开源的开发方式重现了WinBUGS的功能，还可跨平台运行，
弥补了WinBUGS的不足，而后又出现了同类的开源软件 JAGS。无论是 OpenBUGS还
是 JAGS都无法适应当代计算机硬件的迅猛发展，它们的设计由于历史局限性，已经
无法满足在兼容性、扩展性和高效性方面的要求。因此，哥伦比亚大学的统计系以开

源的方式开发了新一代贝叶斯推断子程序库 Stan，它与前辈们最明显的最直观的不同
在于，它不是一个像WinBUGS/OpenBUGS/JAGS那样的软件有菜单窗口，Stan是一种
概率编程语言 [47]，可以替代 BUGS ( Bayesian inference Using Gibbs Sampling ) [48]作为
MCMC算法的高效实现。相比较于同类软件，Stan的优势有：底层完全基于 C++实现；
拥有活跃和快速发展的社区；支持在 CPU/GPU上大规模并行计算；独立于系统和硬件
平台；提供多种编程语言的接口，如 PyStan、RStan等等。在大数据的背景下，拥有数
千台服务器的企业越来越多，计算机资源达到前所未有的规模，这为 Stan的广泛应用
打下了基础，我们基于 R语言编程接口实现求解 SGLMM模型的贝叶斯 MCMC算法
（以下简称 STAN-MCMC算法）。

4.5.2 STAN-MCMC算法实现过程

为了与本章第 4.4.3 节提出的贝叶斯 MCMC 算法比较，我们基于它编写了程序。
目前，我与 Paul Bürkner一起开发了 brms包 [49]，主要工作是修复程序调用和文档书写

错误，特别是与求解 SGLMM模型相关的 gp函数，相关细节见 brms的 Github开发
仓库。

在 SGLMM模型下，STAN-MCMC算法，先从条件分布 [S|θ, β, Y ]抽样，然后是
[θ|S]，最后是 [β|S, Y ]，具体步骤如下：
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1. 选择初始值 θ, β, S，如 β的初始值来自正态分布，θ的初始值来自对数正态分布；

2. 更新参数向量 θ：(i)从指定的先验分布中均匀抽取新的 θ′；(ii)以概率∆(θ, θ′) =
min

{
p(S|θ′)
p(S|θ) , 1

}
，否则不改变 θ；

3. 更新高斯过程 S 的取值：(i) 抽取新的值 S ′
i，向量 S 的第 i 值来自一元条件高

斯密度 p(S ′
i|S−i, θ)，S ′

−i 表示移除 S 中的第 i 个值；(ii) 以概率 ∆(Si, S ′
i) =

min
{
p(yi|s′

i,β)
p(yisi,β) , 1

}
接受 S ′

i，否则不改变 Si；(iii)重复 (i)和 (ii) ∀i = 1, 2, . . . , n；
4. 更新模型系数 β ：从条件密度 p(β′|β)以概率

∆ = min
{∏n

j=1 p(yi|si, β′)p(β|β′)∏n
j=1 p(yi|si, β)p(β′|β)

, 1
}

接受 β′，否则不改变 β。

5. 重复步骤 2，3，4既定的次数。获得参数 β, θ的迭代序列。

即到达平稳的初始位置，然后根据后续的平稳序列采样，获得各参数的后验分布

的样本及对应估计值。程序实现的主要步骤（以 R语言接口 rstan和 brms为例说明）：

1. 安装 C++编译工具，如果在Windows平台上，就从 R官网下载安装 RTools，它
包含一套完整的 C++开发工具。然后添加 gcc/g++编译器的路径到系统环境变
量。如果在 Linux系统上，这些工具都是自带的，环境变量也不用配置，减少了
很多麻烦。其它配置细节见 Stan开发官网 1。

2. 在 R软件控制台，安装 rstan和 brms包以及相关依赖包。

3. 加载 rstan和 brms包，配置参数如下：

# 加载程序包

library(rstan)

library(brms)

# 以并行方式运行STAN-MCMC算法，指定 CPU 的核心数

options(mc.cores = parallel::detectCores())

# 将编译后的模型写入磁盘，可防止重新编译

rstan_options(auto_write = TRUE)

4. 调用 brms包的 brm函数

fit.binomal <- brm(formula = y | trials(units.m) ~

1https://github.com/stan-dev/rstan/wiki
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0 + intercept + x1 + x2 + gp(d1, d2),

data = sim_binom_data,

prior = set_prior("normal(0,10)", class = "b"),

chains = 4, thin = 5, iter = 15000, family = binomial()

)

brm函数可设置的参数有几十个，下面仅列出部分

1. formula：设置 SGLMM模型的结构，其中波浪号左侧是响应变量，trials表示

在每个采样点抽取的样本量；波浪号右侧 0 + intercept表示截距项，x1和 x2

表示协变量，gp(d1, d2) 表示采样坐标为 (d1,d2) 自相关函数为幂指数族的平

稳高斯过程

2. data：SGLMM模型拟合的数据 sim_binom_data

3. prior：设置 SGLMM模型参数的先验分布
4. chains：指定同时生成马尔科夫链的数目
5. iter：STAN-MCMC算法总迭代次数
6. thin：burn-in位置之后，每隔 thin的间距就采一个样本
7. family : 指定响应变量服从的分布，如二项分布，泊松分布等

4.5.3 求解模型的 R包

R语言作为免费自由的统计计算和绘图环境，因其更新快，社区庞大，扩展包更是超
过了 13000个，提供了大量前沿统计方法的代码实现。如 spBayes包使用贝叶斯MCMC
算法估计 SGLMM模型的参数 [50]；coda包诊断马尔科夫链的平稳性 [51]；MCMCvis包
分析和可视化贝叶斯MCMC算法的输出，提取模型参数，转化 JAGS、Stan和 BUGS
软件的输出结果到 R对象，以利后续分析；geoR包在空间线性混合效应模型上实现了
贝叶斯MCMC算法 [52]；geoRglm包在 geoR包的基础上将模型范围扩展到 SGLMM模
型 [53]；glmmBUGS包提供了WinBUGS、OpenBUGS和 JAGS软件的统一接口 [54]；gstat
包迁移自 S语言，提供了克里金插值方法 [33]。目前，R语言社区提供的求解 SGLMM
模型的 R包和功能实现，见表 4.1。

表 4.1: 求解空间广义线性混合效应模型的 R包功能比较：加号 +表示可用，减号 -表
示不可用，星号 *标记的只在空间线性混合效应模型下可用

PrevMap geoR geoRglm geostatsp geoBayes spBayes

二项模型 + - + + + +
似然推断 + - + - - -
贝叶斯推断 + - + + + +
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PrevMap geoR geoRglm geostatsp geoBayes spBayes

块金效应 + - + + + -
低秩近似 + - - - - +
分层模型 + - - + - -
非线性预测 + +* + - + +
多元预测 + +* + - + +
各向异性 - +* + +* - -
非梅隆核 - +* + - + +
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5 数值模拟

空间广义线性混合效应模型（以下简称 SGLMM 模型）在广义线性混合效应模
型（以下简称 GLMM模型）基础上添加了与空间位置相关的随机效应，这种随机效应
在文中称为空间效应 [3]。它与采样点的位置、数量有关，采样点的位置决定空间过程

的协方差结构，而采样点的数量决定空间效应的维度，从而导致 SGLMM模型比一般
的 GLMM模型复杂。作为过渡，我们在第 5.2节模拟了平稳高斯过程。第 5.3节模拟
SGLMM模型，分两个小节展开叙述，第 5.3.1小节模拟响应变量服从二项分布的情形，
第 5.3.2小节模拟响应变量服从泊松分布的情形，在这两个小节里，比较了蒙特卡罗极
大似然算法（Monte Carlo Maximum Likelihood，简称 MCML），低秩近似算法（以下
简称 Low-Rank算法），贝叶斯马尔科夫链蒙特卡罗算法（以下简称贝叶斯 MCMC算
法）和贝叶斯 STAN-MCMC算法的性能差异。

后面每个模型及参数设置都要详细说明，包括模拟过程要对应到前面的算法步骤，

分不同的样本量 n=50,70,90和参数设置 ϕ, σ2, τ 2取不同的值做模拟，

|β̂0(std, rmse)|一个位置有三个值，估计值、对应的标准差和均方误差，好好思考
下大表格要怎么放，markdown语法下的表格怎么做，|ϕ̂(std, rmse),σ̂2(std, rmse)|

模拟空间广义线性混合效应模型 (5.1)分三节进行，第一节模拟空间高斯过程S(x)，
第二节模拟响应变量 Y 服从二项分布，第三节模拟响应变量 Y 服从正态分布。空间高

斯过程在模型 (5.1)中作为随机效应存在，不同于一般随机效应的地方在于它与样本的
空间位置有关，一般地，假定 S(x)服从 N 元高斯分布 N(µS, G)，x = (d1, d2) ∈ R2，

µS = 0N×1，G(ij) = Cov(S(xi), S(xj)) = σ2 ∗ ρ(uij)，S(x) 的相关函数 ρ(uij) =
exp(−uij/ϕ), uij ≡ ∥xi − xj∥2，其中 ϕ和 σ2 都是未知待估参数。可见采样点的位置

(d1, d2)和相关函数 ρ(u)一起决定空间高斯过程的形式，并且 S(x)的维度就是采样点
的数目N。这样通常导致空间效应的维度比协变量的数目大很多，模型 (5.1)的估计问
题也比一般的广义线性混合效应模型困难。

g(µi) = d(xi)′β + S(xi) + Zi (5.1)

5.1 一维空间高斯过程

一维

5.2 平稳空间高斯过程

这里，我们在规则平面上模拟平稳高斯过程 S = S(x), x ∈ R2，其均值为 0，自协
方差函数为
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Cov(S(xi), S(xj)) = σ2 exp
{

−
(∥xi − xj∥2√

2ϕ

)κ}
(5.2)

设置参数 κ = 2, ϕ = 1, σ2 = 1，单位平面区域为 [0, 1] × [0, 1]，将此区域划分为 7 × 7
的小网格，设置每个格点为采样的位置。由自协方差函数 (5.2)可以获得 S 的协方差矩
阵，然后使用 R包MASS提供的 mvrnorm函数产生多元正态分布随机数。模拟数据生

成的图像见图 5.1，格点上的值即为平稳空间高斯过程在该点的取值（为方便显示，已
四舍五入保留两位小数）。
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图 5.1: 平稳空间高斯过程：自相关函数为幂指数族

紧接上文，模拟模型当中的空间效应 S(x)，其相关函数可以为指数族或者梅隆族，
函数形式如公式 (5.3)所示，为描述简单起见，以指数族说明。

ρ(u) =


exp(−(u/ϕ)κ) 指数族

{2κ−1Γ(κ)}−1(u/ϕ)κKκ(u/ϕ) 梅隆族
(5.3)

固定样本量 n = 1600 ，其它参数为 σ2 = 1, ϕ = 25, κ = 1 ，在区域 [−0.2, 1.2] ×
[−0.2, 1.2]上，分别模拟规则网格上的采样和随机采样，图中 S(x)的值越大，颜色越
红，反之，颜色越蓝。使用 R函数 dist计算样本点之间的距离，用 MASS::mvrnorm函

数生成服从多元高斯分布的随机数。

5.3 空间广义线性混合效应模型

模拟的空间广义线性混合效应模型是

g(µi) = β0 + β1 ∗X1 + β2 ∗X2 + S(x) (5.4)

其中，β0是截距，β1, β2是固定效应X1和X2的系数，S(x)是平稳空间高斯过程，其
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均值为 0，自协方差函数为 Cov(S(xi), S(xj)) = σ2
{
2κ−1Γ(κ)

}−1
(u/ϕ)κKκ(u/ϕ)，在

后续的模拟中 κ = 2，g是联系函数，由响应变量 Y 服从的分布决定，在第 5.3.1小节
中，g(µi) = log{ p(xi)

1−p(xi)}，Yi ∼ Binomal(mi, p(xi))，在位置 xi处，以概率 p(xi)重复
抽取了 mi 个样本，总样本数M = ∑N

i=1 mi，N 是采样点的个数，在第 5.3.2小节中，
Yi ∼ Possion(λ(xi))，类似地，g(µi) = log{λ(xi)}。

5.3.1 响应变量服从二项分布

响应变量服从二项分布，模型为 (5.4)，固定效应参数 β = (β0, β1, β2)，空间效应
参数 θ = (σ2, ϕ)。参数设置为 β = c(−1, 1, 0.5),θ = (1, 1)，采样点数目为N = 49，每
个采样点抽取的样本数mi = 100, i = 1, 2, . . . , N，在这组参数下，重复产生 100个数
据集。分别使用低秩近似算法 (LR)，蒙特卡罗最大似然算法 (MCML)，贝叶斯MCMC
算法 (MCMC)和贝叶斯 STAN-MCMC算法 (STAN-MCMC)估计模型的参数。

表 5.1: 正态分布情形下的数值模拟比较

参数 真值 估计 CPU (s)

β0 1.977 1.016 0.803 21.937 0.857 0.960 298.250
β1 1.966 1.007 0.796 28.172 1.365 0.516 464.420
β2 1.958 1.007 0.796 38.114 1.159 0.970 634.720
σ2 1.935 1.008 0.796 44.317 3.916 0.264 326.780
ϕ 1.00 1.05 0.80 0.14 1.68 0.94 238.05

5.3.2 响应变量服从泊松分布

响应变量服从泊松分布，模型为 (5.4)，固定效应参数 β = (β0, β1, β2)，空间效应
参数 θ = (σ2, ϕ)。参数设置为 β = c(−1, 1, 0.5),θ = (1, 1)，采样点数目为 N = 49，
每个采样点抽取的样本数mi = 100, i = 1, 2, . . . , N，在这组参数下，重复产生 100个
数据集。
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6 数据分析

loaloa 和 rongelap 两个真实数据集分别来自 R 包 PrevMap 和 geoRglm，分别被
Diggle 和 Christensen 分析过 [6;13]，第 6.2 节和第 6.3 节给出分析这两个数据集的模型
和结果。其中，响应变量服从二项分布的空间广义线性混合效应模型（简称 Binomial-
SGLMM模型）拟合数据集 loaloa，而响应变量服从泊松分布的空间广义线性混合效应
模型（简称 Poisson-SGLMM模型）拟合数据集 rongelap。

6.1 空间线性混合效应模型

Stroup和 Baenziger (1994年) [55] 采用完全随机的区组设计研究小麦产量与品种等
因素的关系，在 4块肥力不同的地里都随机种植了 56种不同的小麦，实验记录了小麦
产量、品种、位置以及土地肥力等数据，José Pinheiro和 Douglas Bates (2000年) [56]将
该数据集命名为Wheat2，整理后放在 nlme包里。我们利用该真实的农业生产数据构
建带空间效应的线性混合效应模型，展示诊断和添加空间效应的过程。

图 6.1按土壤肥力不同分块展示每种小麦的产量，图中暗示数据中有 block效应，
块之间也呈现异方差性，为了更好的表达这种依赖效应，可以基于经纬度信息添加与

空间相关的结构 (spatial correlation structures)，相应的线性模型

yij = τi + ϵij, ϵ ∼ N (0, σ2Λ) (6.1)

其中，yij 表示第 i种小麦在第 j 块试验田里的产量，i = 1, . . . , 56，j = 1, . . . , 4。
τi 表示第 i种小麦的平均产量，ϵij 是随机误差，假定服从均值为 0，协差阵为 σ2Λ的
正态分布

探索 Λ的结构，先假定模型 (6.1)的随机误差是独立且方差齐性的，即 Λ = I 。

用如下一行命令拟合模型

m1 <- gls(yield ~ variety - 1, Wheat2)

拟合残差的样本变差是探索误差中的空间相关性的主要工具，Variogram 方法可

以获得 gls类中的样本变差，即

Variogram(m1, form = ~latitude + longitude)

图 6.2显示样本变差随空间距离有明显的增长趋势，可见空间相关的结构明显，且
块金效应大约是 0.2，样本变差为 1对应的空间距离是 31左右。用局部多项式回归方
法拟合散点，获得平滑曲线，也可以用局部加权回归散点平滑法来确定初值 [57]。

我们使用球形结构拟合这组数据中的空间结构，位置参数 ϕ和块金效应的初始值

可以从图 6.2获取，其中 ϕ是样本变差等于 1时对应的空间距离。拟合模型 (6.1)
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图 6.1: 小麦产量与土壤肥力的关系，图中纵轴表示试验田的 4种类型，且土壤肥力强
弱顺序是 1 > 2 > 3 > 4，横轴表示小麦产量，每块试验田都种植了 56种小麦，图中分
别以不同的颜色标识，图上方是小麦类型的编号
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图 6.2: 样本变差散点图及局部多项式拟合的变化趋势，横坐标是小麦之间的欧氏距离，
纵坐标是样本变差
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m2 <- update(m1, corr = corSpher(c(31, 0.2), form = ~latitude + longitude, nugget = TRUE))

m2

用限制极大似然法做广义最小二乘拟合，空间自相关函数采用球族。二次有理族。

似然函数对初始值很敏感，去掉样本变差中距离比较远的

表 6.1: 小麦模型比较

自相关函数 ϕ(ϕ0) τ 2(τ 2
0 ) σ2(σ2

0) log-REML

模型 I 球族 1.515 × 105(31) 5.471 × 10−5(0.2) 466.785 -533.418
模型 II 二次有理族 13.461(13) 0.193(0.2) 8.847 -532.639
模型 III 球族 27.457(28) 0.209(0.2) 7.410 -533.931

说明两件事，其一选择合适的自相关函数可以取得好的拟合效果，其二算法对初

值很敏感，选择合适的初值很重要。

标准化残差拟合图
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(a)检查异方差性
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(b)检查正态性

图 6.3: 模型诊断

6.2 喀麦隆及周边地区盘尾丝虫病的空间分布

盘尾丝虫病是由一种可致盲的热带疾病，非洲盘尾丝虫病控制项目APOC (African
Programme for Onchocerciasis Control)搜集了N = 168个村庄的M = 21938个血液样
本，每个村庄抽取的样本量为mi = NO_EXAM，其中感染了的 NO_INF人，在该村
庄（坐标 xi）观察到的感染比例 p(xi) = NO_INF/NO_EXAM，在村庄 1公里的范
围内添加了周围环境的指标，有从美国地质调查局获得的海拔信息 ELEVATION (https:
//www.usgs.gov/) 和卫星在 1999 年至 2001 年间测得的植被绿色度数据 NDVI (http://
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free.vgt.vito.be)，NDVI分四个指标，分别是所有 NDVI的平均值MEAN9901，最大值
MAX9901，最小值MIN9901，标准差 STDEV9901。样本采集的区域如图 6.4所示

Land type

Evergreen Broadleaf forest
Woody savannas
Cropland/Natural vegetation 
Permanent wetlands
Croplands
Grasslands
Savannas
Deciduous Broadleaf forest
Closed shrublands
Urban and built−up

图 6.4: 红色加号标注样本所在的村庄

为了分析 loaloa数据集，我们建立响应变量 Y 服从二项分布的空间广义线性混合效应

模型

log
{ p(xi)

1 − p(xi)
}

=β0 + β1 × ELEVATIONi + β2 × MEAN9901i + β3 × MAX9901i+

β4 × MIN9901i + β5 × STDEV9901i + S(xi)

其中，β0 是截距，β1, β2, β3, β4, β5 是各指标的系数，Yi ∼ Binomial(mi, p(xi))，平稳
空间高斯过程 S = S(x), x = (LONGITUDE,LATITUDE) ∈ R2的均值为 0，自协方
差函数为

Cov(S(xi), S(xj)) = σ2
{
2κ−1Γ(κ)

}−1
(uij/ϕ)κKκ(uij/ϕ), κ = 2

在实际数据分析中，选择一组合适的初始值可以缩短各算法迭代的过程。我们分

两步获取 β = (β0, β1, β2, β3, β4, β5)和 θ = (σ2, ϕ)的初始值。第一步，离散自协方差
函数中的 κ，再调用 PrevMap包中的 shape.matern函数选择一个 κ；第二步，在去掉

空间效应 S(x)的情况下，以广义线性模型拟合数据得到 β的初始估计值。然后分别使

用贝叶斯MCMC算法和贝叶斯 STAN-MCMC算法估计参数 β = (β0, β1, β2, β3, β4, β5)
和 θ = (σ2, ϕ)，结果如表 6.3和表 6.4所示。

表 6.2: MCML算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 标准误

β0 -11.120 1.447 8.268e-03
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参数 估计 标准差 标准误

β1 -0.001 3.155e-04 1.023e-05
β2 13.513 2.223 4.877e-02
β3 1.454 2.013 3.094e-02
β4 -0.576 1.315 1.016e-02
β5 11.216 5.181 5.321e-02
σ2 1.171 0.272 1.300e-03
ϕ 0.486 0.353 2.344e-03

通过表 6.2的 P值，可以看出 β0, β1, β2 是显著的，分别对应模型的截距项，海拔

(ELEVATION)和 NDVI的平均值 (MEAN9901)，在这组数据中，刻画 NDVI指标使用
平均值比较能体现村庄周围植被的整体绿色度，而最大值MAX9901，最小值MIN9901，
标准差 STDEV9901与影响不显著。

表 6.3: 贝叶斯MCMC算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 均方误差

β0 -11.562 0.681 5.563e-03
β1 -8.721e-04 1.415e-04 1.155e-06
β2 8.426 2.064 1.686e-02
β3 4.857 1.334 1.090e-02
β4 0.233 1.367 1.116e-02
β5 11.087 3.565 2.911e-02
σ2 1.096 0.170 1.390e-03
ϕ 3.675 0.582 4.754e-03

表 6.4: 贝叶斯 STAN-MCMC算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 均方误差

β0 -12.878 1.460 3.515e-03
β1 -6.596e-04 3.188e-04 7.733e-07
β2 9.647 2.136 5.222e-03
β3 4.380 1.993 5.026e-03
β4 -0.102 1.159 2.822e-03
β5 11.216 5.539 1.343e-02
σ2 1.027 0.09 2.171e-04
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参数 估计 标准差 均方误差

ϕ 1.157e-02 1.292e-03 3.244e-06

比较表 6.3和表 6.4，发现贝叶斯 STAN-MCMC算法比贝叶斯MCMC算法稍好一
点，多半的参数估计的标准差要小一些，均方误差普遍要小一点。

6.3 朗格拉普岛放射性残留物的空间分布

朗格拉普岛位于南太平洋上，是马绍尔群岛的一部分，二战后，美国在该岛上进

行了核武器测试，核爆炸后产生的放射性尘埃笼罩了全岛，目前该岛仍然不适合人类

居住，只有经批准的科学研究人员才能登岛，核污染残留浓度是其中一项 [58]。rongelap
数据集包含伽马射线在 N = 157站点不同时间间隔的放射量。

伽马射线在时间 units.m内放射的粒子数目为 y，d1和 d2分别为测量坐标。类似
第 6.2节，首先建立 Poisson-SGLMM模型

log{λ(xi)} = β0 + S(xi) (6.2)

其中，β0是截距，响应变量 Yi ∼ Poisson(λ(xi))，我们同样使用贝叶斯MCMC算
法和 STAN-MCMC算法计算 Poisson-SGLMM模型的参数，比较效果。

表 6.5: MCML算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 P值

β0 7.641 0.172 1.582e-14
σ2 0.295 0.643 -
ϕ 103.075 1.812e+44 -

表 6.6: 贝叶斯MCMC算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 均方误差

β0 7.988 0.062 5.095e-03
σ2 0.380 0.048 3.926e-03
ϕ 16.440 7.828 6.391e-02
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图 6.5: 朗格拉普岛上采样点的位置，加号 +表示采样的位置

表 6.7: 贝叶斯 STAN-MCMC算法估计模型的参数

参数 估计 标准差 均方误差

β0 8.697 0.028 5.563e-03
σ2 0.812 0.017 1.390e-03
ϕ 10.893 5.302 4.754e-02

比较表 6.6和表 6.7，发现贝叶斯 STAN-MCMC算法与贝叶斯 MCMC算法相比，
在均方误差的意义下效果稍好一点。

表 6.8: 不带块金效应的模型 (6.2)参数估计和 95%的置信区间

参数 2.5%分位点 97.5%分位点 均值 (mean) 中位数 (median)

β0 1.674000 1.989000 1.830112 -0.077961
σ 0.488595 0.594607 0.539014 -0.077961

6.4 冈比亚儿童疟疾流行强度的空间分布

MCMC和 INLA比较
5岁以下儿童在非洲冈比亚的 65个村庄里调查疟疾感染情况，依冈比亚狭长的地

带和横穿东西全境的冈比亚河，将其看作东、中和西三个部分，东部是河流上游，西部

是河流下游相应地，村庄分为 5个区域，西部两个，南岸和北岸各一个，中游一个在南
岸，东部两个，也是南岸和北岸各有一个，村庄的位置在图中的黑点标记。

log{pij/(1 − pij)} = α + β⊤zij + S(xi) (6.3)

表 6.9: 不带块金效应的模型 (6.3)参数估计和 95%的置信区间

参数 2.5%分位点 97.5%分位点 均值 (mean) 中位数 (median)

α -2.966473 2.624348 -0.131214 -0.077961
β1(age) 0.000455 0.000933 0.000689 0.000685
β2(untreated) -0.673143 -0.042011 -0.357825 -0.359426
β3(treated) -0.753803 0.088418 -0.32954 -0.325853
β4(greenness) -0.085675 0.047924 -0.020068 -0.020834
β5(PHC) -0.787913 0.129883 -0.344846 -0.349915
β6(area 2) -1.14419 0.51023 -0.324665 -0.331634
β7(area 3) -1.40862 0.558616 -0.5321 -0.559229
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参数 2.5%分位点 97.5%分位点 均值 (mean) 中位数 (median)

β8(area 4) -0.109472 2.425342 1.049441 1.016969
β9(area 5) 0.164828 2.606357 1.309553 1.325129
σ2 0.311756 1.050227 0.585592 0.553477
ϕ 0.915789 10.20069 2.522294 1.422975
κ 0.079522 2.784646 1.084108 0.937436

表 6.9来自 Peter Diggle等 (2002) [5]的结果

log{pij/(1 − pij)} = α + β⊤zij + Ui + S(xi) (6.4)

表 6.10: 带块金效应的模型 (6.4)参数估计和 95%的置信区间

参数 2.5%分位点 97.5%分位点 均值 (mean) 中位数 (median)

α -4.232073 1.114734 -1.664353 -1.696228
β1(age) 0.000442 0.000918 0.000677 0.000676
β2(untreated) -0.684407 -0.083811 -0.383750 -0.385772
β3(treated) -0.778149 0.054543 -0.355655 -0.355632
β4(greenness) -0.039706 0.071505 -0.018833 0.020079
β5(PHC) -0.791741 0.180737 -0.324738 -0.322760
ν2 0.000002 0.515847 0.117876 0.018630
σ2 0.240826 1.662284 0.793031 0.740790
ϕ 1.242164 53.351207 11.653717 7.032258
κ 0.150735 1.955524 0.935064 0.830548

将投影坐标系 (UTM)转化为地理坐标系 (WGS84)
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7 总结展望

7 总结展望

本文研究的重点是估计空间广义线性混合效应模型参数的算法，包括蒙特卡罗最

大似然算法（简称MCML算法）、低秩近似算法（简称 Low-Rank算法）、贝叶斯MCMC
算法和贝叶斯 STAN-MCMC算法。在相同设置下，比较了它们的性能，结论是MCML
算法比 Low-Rank算法收敛要慢很多，但是准确度比较它高，Low-Rank可以增加采样
点的数目快速接近 MCML算法的精度，代价是运行时间会显著增加；基于 Stan实现
的贝叶斯 STAN-MCMC算法比贝叶斯MCMC算法快很多，但是需要较多的计算机资
源才能体现它的优势。目前，得益于计算机硬件的快速发展，无论是 CPU还是 GPU，
甚至是谷歌专为机器学习量身打造的 TPU也都进入量产了，分布式的多机并行算法一
定是大规模数据集和复杂模型的出路，所以将可并行的传统算法用 Stan重写是有实际
应用价值的。

近年来，基于近似贝叶斯推断的算法也受到越来越多的关注，尤其是 INLA算法
(Integrated Nested Laplace Approximations)，因其高效的计算性能，快速发展的 INLA社
区1，相关软件 R-INLA的广泛使用和日益成熟的理论。将 INLA算法和蒙特卡罗方法
结合是值得研究的方向，Stan程序库在 GPU上的并行已经列入开发日程2，可以预见，

将估计模型参数的算法基于 Stan实现是快速提高计算效率的捷径。

1http://www.r-inla.org/
2https://github.com/stan-dev/stan/wiki/Longer-Term-To-Do-List
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附录

附录

软件信息

xfun::session_info(packages = c("rmarkdown", "bookdown"), dependencies = FALSE)

#> R version 3.5.1 (2018-07-02)

#> Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)

#> Running under: Ubuntu 18.04.1 LTS

#>

#> Locale:

#> LC_CTYPE=en_US.UTF-8 LC_NUMERIC=C

#> LC_TIME=en_US.UTF-8 LC_COLLATE=en_US.UTF-8

#> LC_MONETARY=en_US.UTF-8 LC_MESSAGES=en_US.UTF-8

#> LC_PAPER=en_US.UTF-8 LC_NAME=C

#> LC_ADDRESS=C LC_TELEPHONE=C

#> LC_MEASUREMENT=en_US.UTF-8 LC_IDENTIFICATION=C

#>

#> Package version:

#> bookdown_0.7.19 rmarkdown_1.10.13

#>

#> Pandoc version: 2.3

随机数生成

基于空间广义线性混合效应模型生成随机数的函数：generate_sim_data 函数可

生成响应变量服从泊松分布或二项分布，平稳高斯过程的自相关函数为二次幂指数族

或梅隆族的随机数

generate_sim_data <- function(N = 49, intercept = -1.0,

slope1 = 1.0, slope2 = 0.5,

lscale = 1, sdgp = 1,

cov.model = "exp_quad", type = "binomal") {

# set.seed(2018)

## 单位区域上采样

d <- expand.grid(

d1 = seq(0, 1, l = sqrt(N)),

d2 = seq(0, 1, l = sqrt(N))

)
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D <- as.matrix(dist(d)) # 计算采样点之间的欧氏距离

switch (cov.model,

matern = {

phi = lscale

corr_m = geoR::matern(D, phi = phi, kappa = 2) # 固定的 kappa = 2

m = sdgp^2 * corr_m

},

exp_quad = {

phi <- 2 * lscale^2

m <- sdgp^2 * exp(-D^2 / phi) # 多元高斯分布的协方差矩阵

}

)

# powered.exponential (or stable)

# rho(h) = exp[-(h/phi)^kappa] if 0 < kappa <= 2 此处 kappa 固定为 2

S <- MASS::mvrnorm(1, rep(0, N), m) # 产生服从多元高斯分布的随机数

# 模拟两个固定效应

x1 <- rnorm(N, 0, 1)

x2 <- rnorm(N, 0, 4)

switch(type,

binomal = {

units.m <- rep(100, N) # N 个 100

pred <- intercept + slope1 * x1 + slope2 * x2 + S

mu <- exp(pred) / (1 + exp(pred))

y <- rbinom(N, size = 100, prob = mu) # 每个采样点抽取100个样本

data.frame(d, y, units.m, x1, x2)

},

poisson = {

pred <- intercept + slope1 * x1 + slope2 * x2 + S

y <- rpois(100, lambda = exp(pred)) # lambda 是泊松分布的期望

# Y ~ Possion(lambda) g(u) = ln(u) u = lambda = exp(g(u))

data.frame(d, y, x1, x2)

}

)

}
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算法比较

# 加载程序包

library(rstan)

library(brms)

# 以并行方式运行STAN-MCMC算法，指定CPU的核心数

options(mc.cores = parallel::detectCores())

# 将编译后的模型写入磁盘，可防止重新编译

rstan_options(auto_write = TRUE)

theme_set(theme_default())

prior <- c(

set_prior("normal(0,10)", class = "b"), # 均值0 标准差 10 的先验

set_prior("lognormal(0,1)", class = "lscale"),

set_prior("lognormal(0,1)", class = "sdgp")

)

sim_binom_data <- generate_sim_data(type = "binomal")

benchmark.binomal <- microbenchmark::microbenchmark({

fit.binomal <- brm(y | trials(units.m) ~ 0 + intercept + x1 + x2 + gp(d1, d2),

sim_binom_data,

prior = prior,

chains = 4, thin = 5, iter = 15000, warmup = 5000,

algorithm = "sampling", family = binomial()

)

}, times = 10L)

summary(fit.binomal)

sim_poisson_data <- generate_sim_data(type = "poisson")

benchmark.poisson <- microbenchmark::microbenchmark({

fit.poisson <- brm(y ~ 0 + intercept + x1 + x2 + gp(d1, d2),

sim_poisson_data,

prior = prior,

chains = 4, thin = 5, iter = 15000, warmup = 5000,

algorithm = "sampling", family = poisson()

)

}, times = 10L)

summary(fit.poisson)
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plot(fit.poisson)

STAN代码模拟高斯过程，自协方差函数见方程 5.2

data {

int<lower=1> N;

real x[N];

}

transformed data {

matrix[N, N] K;

vector[N] mu = rep_vector(0, N);

for (i in 1:(N - 1)) {

K[i, i] = 1 + 0.1;

for (j in (i + 1):N) {

K[i, j] = exp(-0.5 * square(x[i] - x[j]));

K[j, i] = K[i, j];

}

}

K[N, N] = 1 + 0.1;

}

parameters {

vector[N] y;

}

model {

y ~ multi_normal(mu, K);

}
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